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ETUDE 

SUR DE NOUVEAUX POINTS RElfARQUABLES 

DU PLAN d'un triangle 

Par M. Emile liemoine, ancien élève de l'École Polytechnique. 



NOTATIONS 

A, B, G les sommets du triangle, a, b, c, p ses trois côtés 
et son demi-périmètre ; 

^» ^a> n, Ve les rayons des cercles inscrits et ex-inscrits; 
A', B', G', les points de contact do BG, AG, AB avec le cercle 

l|§ inscrit 

A[i, B^, C^ id. avec le cercle ex-inscrit tangent à BG 
a;, B',G' id. id. id. AG 

A', B;, G' id. id. id. AB 

haj hb9 hc les trois hauteurs ; 

R, S le rayon du cercle circonscrit au triangle et sa surface. 

L'axe des x sera GB et celui des y, GA; 

Ç, iQ seront les coordonnées d'un point du plan ; 

La parallèle à GB menée par 8 coupera GA en AeCtBAcnAft 

— BG — BG Be BA B. 

— BA — GA Ga BG G* 
0, 0, 0^,^ Ofl, 0^ seront respectivement les centres des cercles 

circonscrit, inscrit et ex-inscrits au triangle; 
O le centre de gravité. 

Problème I. — On sait que les six points Ac, G», Ba, Ab, 
Gb, Bc, intersections avec les côtés du triangle des parallèles à 
ces côtés menées par 0, forment un hexagone circonscriptible à 
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une conique; je vais déterminer les points pour lesquels cette 
conique est un cercle. 

Dans ce cas ce cercle sera évidemment l'un des cercles 

inscrits ou ex-inscrits au trian- 
gle; il ne reste qu'à trouver les 
points correspondants. 

Cherchons lepoint O^, tel que 

la conique inscrite à rhexagone 

soit le cercle inscrit au triangle. 

Le point B^ appartient au 

lieu des points obtenus en 

menant une tangente quelcon- 

^ ^ ^ ^^ B queBc Ac au cercle inscrit, 

puis parBe une*parallèle à AC et par Ae une parallèle à BG, et 
en prenant l'intersection de ces parallèles on a 
BcAc=B,A'+AeB'= GA' — flc + GB — î/=2(p — c) — a?— j/ 

mais on a ÎTBT* = GB? + CÂ? — 2CBcGAc cos G. 
L'équation du lieu est donc 

[2(p — c) — X — j/]* = a?* + ^* — 2^î/ ^^s ^• 
On peut la mettre sous la forme 




(-T)('-T)- *'"y"' -°- 



(1) 



L'examen de cette équation montre : 
!• Que le lieu est une hyperbole; 



if* Que le centre de la courbe est le point 



œ = 



y = 



ab 

T 
ab 



symé- 



trique de G par rapport au centre du cercle inscrit; 

3® Que les asymptotes sont les droites x = , y = 

parallèles respectivement à GA et à BG et tangentes au cercle 
inscrit; 

4® Que Ici bissectrice de l'angle ACB est l'axe transverse 
de la courbe; 

8o Que le lieu passe en A' et en B\ 
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Le point @i appartiendra éyidemment aussi au lieu ana-^ 

logue construit dans l'angle GBA. 

Ce lieu sera une hyperbole qui aura avec la précédente la 

ab 
droite î/ = — pour asymptote commune et le point A' pour 

point commun ; l'autre point commun à ces deux courbes 
et situé à distance finie sera le point 8| cherché. 

On trouve par une transformation facile de coordonnées 
que cette seconde hyperbole a pour équation 
/ ab\/x y p-cX . b(p — a)(p — c) _ ^ 

[y-TJv^'^'b' — r")+ — ? — =^- 

On peut la mettre sous la forme 

(»-T)(^-T)+('-r)(T-»+f+T) 

ab(p — a)(p — c) 
+ ^ï = «• (2) . 

De (1) et (^2) on tire pour coordonnées du point B^ 

_ a(2b — p) ab a(36— a — c) 

p p 2p * 

b(2a — p) ah . b('6a — 6 — c) 

p p 2p 

nh 

Comme représente la valeur des coordonnées du centre 

du cercle inscrit, on conclut de ces valeurs une construction 
très simple du point @|. 
On voit aussi que si un côté égale le quart du périmètre. 

par exemple a = -^, le point 0^ se trouvera en A'. 

On a le théorème suivant : 

Théorème I. — Si dans un triangle un côté égale le quart 
du périmètre et que par le point de contact du cercle insent 
avec ce côté on mène des parallèles aux deux autres côtés^ on 
formera un parallélogramme dont une des diagonales sera tan- 
gente au cercle inscrit. 

Des valeurs des coordonnées de 9i on tire par soustrAtion 

i ' 

j/ — 05 5= a — 0, 



«1 



1 



6 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

ce qui prouve que le point 81 est sur cette droite de facile 
construction ; comme il est aussi sur les droites analo^es 
par rapport aux angles B et G, on peut le construire simple- 
ment, ce qui fournit le théorème suivant : 

Théorème II. — Soient a, b, c les côtés d'un triangle 
rangés par ordre de grandeur croissante. 
Sur kCet suivant la direction kCje prends AI = c — b ; 

_ CB — — GB — Gly = b — a ; 

— AB — — AB — Bip = a — c. 

Les trois droites menées par les points I^, L, Ig, respective- 
ment parallèles aux bissectrices dés angles GAB, AGB, ABG, se 
coupent au même point, 

2a(p — o) 
On calcule facilement AcA^ = — ^ ^, 

P 

P 

AB — ^(P — c) — (g — by 

P 
On voit aussi que pour le point 0^ les trois segments CB,, 

BcCfc, CbB sont respectivement proportionnels à 

26 — p, 2a — p, 20 — p, 

(A suivre.) 

ÉQUATION 

DU SYSTEME DES TANGENTES MENEES A UNE CONIQUE 

PAR UN POINT DONNE 
Par M. Povjade, professeur de Mathématiques spéciales an Lycée de Ljon. 



f (a?, y, «) = o étant Téquation de la conique, (a, p, y) le 
point donné, soit (x,y\%).le point de contact d'une tangente 
et {x, !/, js) un point de cette droite ; désignons par X, T, Z 
les demi-dérivées partielles de f (oc, y, z)^ puis par X', Y',Z' et 
X|, Ti,' Zi, ce qu'elles deviennent respectivement quand on 
y introduit les coordonnées {x\ y\ ») et (tt, p, y). 
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( Xoî' + Yy' + Zs* = o, 
On a ] XiX' + Y^y' -f- Z,a' = o, (1) 

( X'x + YV 4- ZV = ; 
donc, x y % n'étant pas tous nuls, on a la condition 

X Y Z 
Xj Y| Z| = o. 
X' Y' Z . 
Il eu résulte que les équations 

XX + fxXi + vX' = o, 

XY + H^Y, 4.vT = o, (2) 

XZ -f f^Zi 4- ^Z' = o, 
sont satisfaites pour des valeurs non toutes nulles de X, (a, v. 
D'ailleurs elles n'admettent pas X = o, |i. = o, v = o, si le 
discriminant de f {x^ t/, z) est différent de zéro, puisque ces 
hypothèses les réduisent à X' = o, Y' = o, Z' = o, équations 
linéaires qui n'auraient pour solution que les valeurs nulles 
de x\ y, z\ leur déterminant n'étant pas nul. 

Ainsi X et fA ne sont pas nuls à la fois. Multiplions par 
03, y, z respectivement les équations (2) et ajoutons membre 
à membre ; puis recommençons la même addition, après avoir 
multiplié par a, p,y,il vienl, en vertu d'identités connues; 

X et {X n'étant pas] nuls à la fois, il faut qu'on ait 

f(x, y, z)n^,p>-{)-[x i.r^+y^r^ + ^\ \\^ = 

Réciproquement quand un point (a?, t/, z) satisfait à cette 
équation, le point (a, p, y) est sur Tune des tangeutes menées 
de (flc, j/, z) à la conique. Elle représente donc le système 
des deux tangentes menées de (a, p, y). 

Remarque. — Il est aisé d'appliquer la méthode à la re- 
cherche de l'équation du cône circonscrit à une quadriquo 
et ayant un sommet donné. C'est un exercice que nous pro« 
posons aux jeunes lecteurs du Journal. 



= 0. 
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QUESTION 5 

ftoltttloM par M. Alexandre, élève de mathématiques spéciales au Lycé6 

d* Angers. 



Appliquer le théorème de Rolle à l* équation 

nx° — x"*-* — x°-"' ... — X — 1=0 
et montrer que cette équation^ en dehors de la racine évidente 
X = I , n'a aucune racine réelle si n est impair et une seule ror- 
cine négative si n est pair. (G. L.) 

En faisant passer dans le second membre tous les termes 
à partir du second, on a 

nx" = af^ + o?**^ + • • • + ^ + ' (*) 

OU ncc^ = . (2) 

X — ï 

En multipliant par œ — i , ce qui introduit la racine x = i 
qui sera alors double, on a 

na;«+^ _ (n + i) ûc** + i = o. (3) 

La dérivée 

n(n + i)^** — ^(^ + 0^**"' = ^• 
a pour racines ce = i et ce = o, cette dernière d'ordre de 

multiplicité (n — i). L'équation proposée qui n'a pas d'autre 

racine positive que ce = i , aura au plus une racine négative, 

car si elle en avait deux, la dérivée aurait aussi une racine 

négative. A la substitution de — <x> et de o dans (3) ne donnent 

des signes contraires que dans le cas où n est pair. Donc 

dans ce cas seulement (1) a une racine négative en plus de 

de la racine a; = i . 

Nota, — Ont résolu la même question : MM. Lachesnals, au lycée Saint-Louis, 
P. Godefroy, à Lyon ; Mettetal, à Besançon. 
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QUESTION 7 

SolutloM par M. Griffon, commis des bareaax de l'iateiidanee militaire 

du 16* corps, Montpellier. 



Trouver sans appliquer la règle de L'Hôpital^ la vraie valeur 
de l'expression 

.^^5Jli-^x« — nx»-*-(n— i)x«-2...— 2X— i 

(1) y= 

^ ^ X — I 

pour X = i . (G. L.) 

Pour a; = i,y prend la forme — . Or le numérateur peut 
s'écrire 

j n + (n — i)+ . •• +1 loî""* (—0? i) 

+ r(n— i) + (n — 2)+ ... + il 05"-» (ce — i) 

+ (3 -f- 2 + i) 05* (x — i) + (2 + ^)^{<x> — i)4- i(x — i). 
On y découvre le facteur x — i ; donc la valeur (1) peut 
s'écrire 

^ n(n+i) ^^,, (n-i)x ^„_, (n-2)(n-i) 

^2 '2 ~ 2 

2 3 12 

j3jjn-3^ ... -| X-] ' 



et si on y fait x = 1 

_ n{n -f 1) (n— i)n 1.2 _ n(n+i)(n+2) 
î/ :^ + ; +•••+-;--" 6 

Nota. — Ont résolu la même question : MM. P. Godefroy, à Lyon; Mosnat, 
à Tbiers ; Alexandre, à Angers; Harang, école Saint-Sigisbert, à Nancy. 
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QUESTION 34 

Solution par M. G. FoassT, élève en Mathématiques spéciales 

an Lycée Charlemagne. 



On considère deux 'points fixes et 0' et une droite A per- 
pendiculaire à 00' au point A; soit M un point quelconque de A; 
on mène MO et MO'; puis à la droite MO' on élève au point 0' 
une perpendiculaire qui rencontre OM au point M' ; on pose 
alors M'O' = x, MO' = y, et Von considère un point I qui a 
pour coordonnées x et y, par rapport à un angle droit donné 
yOx. Trouver le lieu décrit par ce point I quand M se meut 
sur A, et discuter les différentes formes du lieu quand on donne 
à A toutes les positions possibles sur 00'. Démontrer que la 
courbe est unicwsale. (G. L.) 

1. — Posons-nous un problème plus général. Supposons 

que le point M décrive une cer- 
taine courbe f (j/,a)) = O; donnée 
en coordonnées polaires et rap- 
portée à l'origine 0'. Soient a la 
distance 00', ce et «/ les deux dis- 
tances O'M' et O'M. 

Menons par le point M' une 
parallèle à OM, et par M une 
perpendiculaire à O'M. 

Les deux triangles semblables 
OM'K' et OMO' donnent 

X 




Fig. 4, 



OM 



a — 



sm (t> 



a 



Les deux triangles semblables OMK et OM'O' donnent 

OM' a 



OM 



a + 



y 



COS (1) 



Égalant les seconds membres des deux égalités 
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a — 



X 



sin (o 



a 



a 



ou 



a« — 



dX 



xy 



a + 



+ 



y 



sm (1) sin (0 cos (o 

que l'on peut écrire 

sin 0) cos 0) 



a? 



y 



cos 0) 

cos b) 
I 



= a^ 



Ml 




o^ 



Fig. 9. 



cette formule donne une relation entre a?, j/,a). Par consé- 
quent, si on suppose que le poinl M décriye un certain 
lieu géométrique f {y, ai) 
= o [2], on n'aura pour 
obtenir une relation en- 
tre X eiy qu'à éliminer 
l'angle 6> entre les deux 
équations [1] et [2], et 
la relation f (x,y) = o 
représentera l'équation 
du lieu décrit par le 
point dont les coordon- 
nées sont œ et y. 

2. — Dans le cas du 




Fig, 3. 



problème que nous avons à résoudre, le lieu du point M est 
une droite perpendiculaire au point A à la droite 00'. 
Soit k la distance O'Â, l'équation f (y, (o) = o est ici 

k^zy cos (0 [2']. 
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Il faut donc éliminer l'angle m entre les deux équations 
k 
[l] et [2]. On a d'abord cos <■> = — ■ . [3] 

Transportant cette valeur dans l'équation [1], Celle-ci 
devient résoluble par rapport à sin u ; 



— ^(t+7)- 



La relation demandée est donc 

3. — Discussion. — Cette équation est résoluble par 

rapport à ce*, et l'on a x* = — f~-^ — ,,. ' ■ 
(y' + aft)' 
C'est une courbe du 6"' degré, symétrique par rapport à 
l'origine et par rapport aux deux axes. L'origine est un 
point double isolé. La courbe est tout entière extérieure 
aux parallèles y = -\- k, y^ — A. 

On peut supposer que le point A se meut de la droite 00' 
vers la gaucbe, et nous allons montrer qu'il existe cinq 
formes différentes pour la courbe. 

1" Supposons le 
point A à droits de 
0'; k est compté 
positivement. 

L'équation ré- 
vèle qu'il n'y a que 
deux asymptotes 
parallèles à l'axe 
desy, données par 
le coeiïlcient de j/', 
(œ' — a'). La courbe 
ne rencontre pas 
cesasymptoteslors- 
que k est positif, 
car on trouve pour 
les ordonnées des 
^' ' points communs 



.=±f 



JOURNAL DE HÀTHfiMATIQUES SPÉCIALES 13 

- -7 — -7-Tj-, quantités imaginaires 31 i est positif. 

Les points ( — k) et (+ k) sur l'axe des y font partie de la 
courbe qui est tangeote eo ces points aux deux horizon- 
tales y = A, y=— ft(fig. 4). 
2° Le point A est en 0', Alors k = o. L'équation devient 

X* = — — on X = ±a. 

y' 

Le lieu se compose des deux verticales x ^+ a,x = — a. 

3° Le point A est situé entre ctO', par conséquent, k est 
négatif. Les deux asymptotes x = + a sont conservées; 
on a deux autres asymptotes parallèl es h l'a xe des x, 
données par le coefficient de x*. j/ = ± r — a^- Ces asymp- 
totes horizontales sont douhles. La figure 2 indique la cons- 
truction des valeurs OA et OA'. 



Fig- n. 
La courbe rencontrelesasymplotesœ^+a en qualrepoints 
P, F, Q, Q' donnés par l'équation y — -^ — ~ 



\/2a+ k 
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La figure S représente la courbe dans ce cas. 

Le point Â peut occuper la position particulière du milieu 

deOO'. Alois k = — —, l'équation se simplifie: 

Les asymptotes doubirs A et A' ont dans ce cas pour 
équation y := + — -— "- ■ 

Les droites de séparation eu régions deviennent 

Les ordonnées despoints P,P',Q,Q' sontj/:=+ — ^ — , va- 



Fig. 9. 
leur que l'on peut construire ainsi que l'indique la figure 6 
en prenant LD = — CD^ 
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4* Le point A est arrivé en 0. Alors k := — a. L'éqaatiOD 
ie la courbe est x* = - J^^ —a ) ^ 



FIg. 7. 

On aperçoit le facteur t/* — a* qui représente les deux 

horizontales y = ±a. Les branches de courbe PftQ,P'( — k)Q 



i6 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

se confondent avec ces droites qui font partie du lieu. Les 
quatre*autres branches sont conservées. La courbe est dans 
ce cas symétrique par rapport aux bissectrices des axes. 
La figure 7 en indique la forme. 

5® H est à gauche de 0. Alors -a >-k <! o. 

Les asymptotes doubles horizontales y =±V — o^k sont 
comprises dans la région oii il n'y a pas de points de la 
courbe; elles sont donc imaginaires. Les deux autres asym- 
totes existent toujours. La courbe rencontre ces deux 
asymptotes en quatre points P, P', Q, Q', donnés par Téqua- 

tion y = . (fig. 8). 

On peut encore considérer le cas où le point H est à Tin- 
fini. Alors K est infini. On a a;* = -^ ou ce* X 2/' = ^- 0^ 
trouve le point double isolé à Torigine. 



EXTRAIT D'UNE LETTRE DE FERMAT 

A MERSENNE (») 



Je reprends le style géométrique après vous avoir parlé 
d'affaires. 

Premièrement, je vous renvoie le sentiment de M. Des- 
cartes sur la géostatique et vous conjure de me faire part 
de tout ce que vous avez de lui. 

Après cela, je satisferai à la question de la tangente du 
galand (*) parallèle à l'axe, c'est-à-dire qui fasse un angle de 
45 degrés avec la droite donnée de position ('). 

(*) Cette lettre si curieuse et si précieuse pour l'histoire des sciences ma- 
thématiques nous a été communiquée par M. Ed. Lucas. Elle lui a été confiée, 
avec d'autres manuscrits inédits, par le prince Boncompagni, qui l'a autorisé 
à les publier. La science sera reconnaissante au prince Boncompagni du dé- 
vouement constant et désintéressé qu'il ne cesse de lui témoigner. (G, L.) 

(*) Fermât appelle ainsi la courbe que nous appelons le folium de Descartes. 

[^) L'axe des x. 
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Pour satisfaire à cette question, qui semble d'abord mal- 
aisée, et qui l'a paru à M. de Roberval (car je n'ai pas * 
encore vu la solution de M. Descartes), je me suis servi de 
la méthode de mon Appendix ad Locos (^), de laquelle l'usage 
en plusieurs rencontres est miraculeux pour éviter les asy- 
métries ('), et ces longueurs d'équation qui semblent ne 
devoir jamais prendre fin. 

Soit donné le galand NSQR, la droite donnée de position 
DNOP, et la ligne z donnée de grandeur. La propriété du 




galand est que, quelque point que vous preniez, comme S 
ou R, le solide sous » in NO in OS est égal aux deux cubes 
NO et OS, ou bien le solide sous z in ON in OR est égal aux 
deux cabes NO et OR. Il faut trouver la tangente SD, par 
exemple, du côté d'en haut, qui fasse l'angle SDO égal à la 
moitié d'un droit. Soit fait. 

Par ma méthode des tangentes, si NO est appelé d, et OS, 
6, la ligne OS sera égale à 

b cub. bis — d cub. (•) 

zin b — d. q ter 
et si la tangente était du côté d'en bas, la ligne OD serait 

dcub. -^ôcub. bis 

d q. ter — z inb ' 
Mais nous n'avons besoin que de la première équation, 
puisque nous ne travaillons qu'au premier cas. Supposons 
que NO, inconnu, s'appelle a, et que ÔS s'appelle e, nous 

(*) Varia opéra math., ^. 9. 
P) Irrationnelles ou radicaux. 

(^) Cette expresaion, avec nos notations actuelles, s'écrirait— r — ^. 
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aurons pour la ligne OD : 

ecub.bis— -acub 

J5 in « — a q. 1er * 

Or, puisque l'angle D est demi-droit, et que l'angle est 

droit, les lignes OD et OS seront égales; il faudra donc que 

ecub.bis — acub. .^ . ,^ 

— : soit éffal a €, 

zme — a q. ter 

et, par conséquent, 

e cub. bis — a cub. sera égal à js in e q. — a q. in é 1er. 

Or, par la propriété de la ligne 

a cub. est égal à is in a in e — e cub. 

Nous aurons donc 

e cub. — z in a in e égal à s in e q. — a q. in e ter (*). 

Divisons le tout par e ; nous aurons 

e q. — z in a égal à is in e — o q. ter 
et enfin 

e q. — in J5 égal à js in a — a q. ter ; 

et partant nous avons un lieu elliptique, et le point S e^^^ ad 

ellipsim positione datam, sed est etiam ad curvam positione 

datant^ ergo datur par l'intersection de ces deux lieux, et 

par ma méthode topique. 

On fera avec la même facilité la résolution du second 
cas. Mais, pour rendre la proposition générale, vous pour- 
rez par la même méthode faire l'angle D égal à tel angle 
que vous voudrez, ou bien, ce qui est la même chose, faire 
que la ligne DO soit à la ligne OS en proportion donnée. 
En voilà, à mon avis, assez pour vous témoigner que je ne 
tiens pas caché ce que je fais. 

Pour la tangente de la roulette, bien loin d'en faire un 
mystère, je veux vous faire comprendre qu il n'y a point de 
question de cette matière qui puisse m'échapper. Vous saurez 
donc que cette méthode dont je me sers pour les tangentes 
des lignes courbes, lorsque leurs appliquées (*) ou les por- 
tions de leurs diamètres (®) ont relation à des lignes droites, 

(') Il faudrait, au premier terme du premier membre e cub. ter; de mémo, 
dans les deux égalités suivante^. 
(') Ordonnées. 
(') Àbcisses, 
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me sert aussi, avec un peu de changement pris de la nature 
de la chose, à trouver les tangentes des courbes dont les 
appliquées ou les perlions de leurs diamètres ont relation à 
d'autres courbes. Je vous ai déjà fait voir l'exemple de la 
roulette 

En voici un autre exemple. 

Soit la parabole BDAG, de laquelle Taxe AG et le sommet 
A. Soit une autre courbe ABF de mêmes axe et sommet, et 
que BC, appliquée, soit égale à la portion (^) de parabole ' 
DA, et l'appliquée FG égale à la portion de parabole EA, etc., 
à l'infini. 11 faut mener au poiut B de cette nouvelle courbe 
une tangente. 




G E F 

Soit tirée l'appliquée BDG. Soit le focus de la parabole ; 
faisons comme OA -|- ^G à AC, ainsi du quarré BC au quarré 
CN; la ligne BN touchera la courbe FBA. 

Voilà deux exemples aisés, lesquels vous pourrez proposer 
à soudre, si vous voulez, avant que d'en faire voir les solu- 
tions. Mais pour le suivant je le propose à M. de RoBerval, 
et si j'osais encore, à M. Descartes. 



(0 Segment. 
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Soient autant de courbes qu on voudra de même sommetB, 
comiDe BE, BD, BF, BA, données par position, et soit 




imaginée une autre courbe de même sommet comme MB, 
en sorte que les appliquées de cette dernière, comme MG, 
soient moyennes proportionnelles entre la somme des por- 
tions des autres courbes AB^ BF, BD, BE, et la somme des 
appliquées AG, FG, DG, EG ; il faut trouver une tangente à 
un point donné de cette dernière courbe. Si vous voulez que 
les quatre courbes de mon exemple soient un cercle, une 
parabole, une hyperbole et une ellipse, j y consens, à la 
charge que vous croyiez que je donnerai la solution en tout 
nombre et en toute espèce de courbes données, et ce, sans 
aucune asymétrie, ce qui semble merveilleux. 
Avant de quitter la Géométrie, je vous donne encore une 




spéculation, qui est excellente et qui allonge infiniment 
l'affinité au lieu plan : Si a quotcunque punctis, etc., laquelle 
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j'ai trouvé en cherchant les lieux ad superfidem. C'est que, 
après avoir trouvé un cercle qui satisfasse à la question 
d'Apollonius in plano^ comme par exemple : soient les points 
donnés D, E, F, G, H et le cercle trouvé ABC, en sorte que 
quel point vous preniez en sa périphérie comme A, les carrés 
DA, EA, FA, GA, HA soient égaux à un espace donné ; je 
dis que, si autour du point I comme centre, vous décrivez 
une sphère de laquelle le cercle ABC sôit un des grands, 
que, quel point vous prendrez en la superficie de la sphère, 
il satisfera à la question du lieu. 

J'ai trouvé ensuite beaucoup de choses merveilleuses sur 
le sujet des lieux ad superficiem^ mais je ne puis vous dire 
tout à la fois. 

Le quadrilatère de M. de Roberval que je n'ai pas cru si 
pressé que la tangente du galand sera dififéré au premier 
voyage. 

Il faut que je vous dise encore qu'on peut mener la tan- 
gente de 45^, au galand, par une voie qui semble plus 
géométrique ; car là où ma précédente solution a employé 
la ligne courbe du galand pour trouver le point cherché, 
par l'intersection du galand et d'une ellipse, cette autre voie 
n'emploie que les sections coniques. 

Supposons que z le côté droit (*) du galand est inconnu, 
et que AD est une ligne donnée nommée 6, que DB est in- 
connue nommée a. 

Donc le côté droit sera 

a cub. -f- b cub. 
6 in a 

Par ma méthode des tangentes, la ligne DN qui concourt 
avec la tangente sera 

6 in a cub. bis — 6 qq. 
a cub — b cub. bis 

laquelle il faut faire égale à a. 
Nous aurons donc 
a qq. — b cub. in a bis égal à 6 in a cub, bis — b qq., 



0) Côté droit, latus rectum, paramètre. 



ii JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

et enfin 

6 in a cub. bis + 6 cub. in a bis — a qq. égal à b qq., 
laquelle équation (pour trouTer la valeur de a) se peut résou- 
dre ou par ma méthode topique ou par telle autre qu'oD 
voudra. 
- Or a étant connu, le côté droits sera connu. Et si le galand 
donné est différent de celui-ci, il faudra faire : comme le 
côté droit de celui-ci à la ligne AD ou b donnée, ainsi le 
côté droit du galand donné à une autre ligne qui détermi- 
nera un point semblable au point D et la question est faite. 
Si j'ai manqué ici la supputation, vous la corrigerez, car je 
n'ai pas seulement le loisir de relire' ma lettre. 

Pour Galilée j'avais commencé de l'examiner par le menu, 
et si j'ai du loisir assez je continuerai. Lorsqu'il parle de la 
proportion de la vitesse en la descente qui se fait en un 
même ou divers milieux par des corps différents, vous trou- 
vez que son expérience qui précède contredit sa règle qui 
suit. 

Je vous entretiendrai une autre fois plus à loisir, bien 
que l'oisiveté de la campagne vous ait présentement fait 
voir une lettre plus longue que je n'avais dessein. Je suis, 
mon révérend Père, votre, etc.. 

22 octobre 1638. 

Fermât. 



QUESTIONS PROPOSÉES 



44. — On considère des coniques inscrites dans un carré 
dont les diagonales sont prises comme axes de coordonnées. 
D'un point P,dont les coordonnées sont (a^) on abaisse des 
normales sur ces coniques. Trouver le lieu décrit par les 
pieds de ces normales. En désignant par 2a la longueur de 
la diagonale du carré proposé, on fera voir que ce lieu est 
une quartique ayant un point double en P, et que l'équa- 
tion de cette courbe est 
(poî-f. xy — 2xy) (ocx -f- Pj/ — x' — y») = a«(a — x)(p — y) 
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OU encore 

(x« + !/* - û*)(a - xXp - !/) + xy{(a-x)^ + {p - y)»j «o 

On construira cette courbe» et on disiin^era les diffé* 
rentes formes, suivant que le point P est situé dans Tune 
on l'autre des régions du plan définies par les quatre côtés 
du carré supposés prolongés indéfiniment. 

Enfin, on distinguera sur le lieu les points qui proviennent 
des ellipses de ceux qui proviennent des hyperboles du 
faisceau considéré. (G. L,) 

45. — On considère un point m dont les coordonnées 
sont 07 et ^ ; à ce point on fait correspondre un point M dont 
les coordonnées X et Y sont liées à x et y par les formules 

03 = X; t/Y = a*. 
On propose d'étudier cette transformation ; on établira en 
particulier les points suivants : 

1. A. une courbe /", d'ordre p, correspond également une 
courbe F, d'ordre 2p ; mais si f possède à l'infini, dans la 
direction Oi/, un point de multiplicité ft, Tordre de F n'est 
plus que 2p — k, 

2. Les tangentes aux courbes /* et F aux points corres- 
pondants m et M rencontrent Ox en deux points équidistants 
du pied de l'ordonnée. 

3. Appliquer cette remarque à l'hyperbole considérée 
comme transformée de la droite par ce procédé et retrouver 
ainsi une construction bien connue. 

4. Étudier les cubiques de la troisième classe, 

x^y = m*, 
en les considérant comme des transformées de la parabole ; 
montrer en particulier que, si l'on appelle P le pied de 
Tordonnée en un point M de cette cubique, et T le point de 
rencontre de la tangente en M avec Occ, on a 

OT = — OP . 

2 

5. Déduire de cette transformation et de la théorie des 
asymptotes qu'une courbe algébrique ne peut pas avoir de 
point d'arrêt. (G. L.) 

46. — Lorsque les trois premiers coefficients d'une équa- 
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tion de degré m sont i , p, ^ *^ — ^ , 

réquation a des racines imaginaires. (G. L,) 

47. — Lorsqae cinq coefficients consécutifs d'une équation 
sont A, B, C, 2B — A, 2G — B, * 

réquation a des racines imaginaires. (6. L,) 

48. — Lorsqae quatre coefficients consécutifs d'une équa- 
tion sont + 3A, — A, — A, + 3A, 

réquation a des racines imaginaires. (G. L.) 

49. — On donne un cercle A, et un diamètre OC de ce 
cercle ; d'un point A, pris sur la circonférence, on abaisse 
sur OG la perpendiculaire AB, et Ton considère le triangle 
OAB; 

1^ On demande le lieu des centres des cercles tangents 
aux droites OA, AB, OB ; 3® ce lieu se compose de deux 
quartiques unicursales; considérant l'une d'entre elles, on 
demande de distinguer sur cette courbe, formée de deux 
boucles égales, les points qui appartiennent au cercle ins- 
crit et aux cercles ex-inscrits du triangle AOB ; 3^ déter- 
miner le cercle qui ayant pour centre le point 0, est bitangent 
à la courbe ; 4** trouver Taire totale de la courbe. 

(G. L.) 



Le Rédacteur-Gérant, 
£. YAZEILLE. 
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NOTE SUR LE THÉORÈME DE DESCARTES 

Par M. ^ITalecki» professeur de Mathématiques spéciales 

au Lycée Fontanes. 



Soit P = a^x"^ + «m-ia;"*^* + • • • + fl un polynôme réel. 
Jo suppose que la relation linéaire 

soit vérifiée pour deux valeurs consécutives de p ; p et p — i . 
Si réquation Q = a + P^ + ï^' "+"•••+ ^^ = o a toutes 
ses racines réelles, l'équation P = o a deux racines imagi- 
naires au moins. 

En effet, en multipliant P par Q, on obtient un polynôme 
présentant une lacune de deux termes, les coefficients de 
C(f et af"^ étant nuls. Le produit PQ a deux racines ima- 
ginaires, qui existent donc dans P, puisque cp par hypothèse 
a ses racines réelles. 

Par exemple : 1° si trois termes consécutifs de P sont en 
progression géométrique de raison r, la relation est à deux 
termes ap — ra^-i := o ; 

le polynôme Q est i — rx. C'est le théorème de M. Hermite. 

2° Si quatre termes sont en progression arithmétique dans 
P, la relation linéaire est 

Gp — 2ap_-i 4" ûp-2 = o > 
le polynôme Q est i — 2cc + ^'» ^1 ^ ses racines réelles ; 
P en a deux imaginaires. 

3<» Si quatre coefficients consécutifs sont pris dans la suite 
de Lamé i, 2, 3, 5,... la relation linéaire est 

Qp + «p-i — O'p-2 = o ; 
le polynôme Q est i + a; — a** ; ses racines sont réelles, 
l'équation P a deux racines imaginaires. 

4^ Si quatre termes sentir, Sr+i, 5r+2> Sr+z somme des puis- 
sances semblables des racines réelles d'une équation du 
second degré, la relation linéaire a pour coefficients les coef- 
ficients de cette équation; Pa deux racines imaginaires, etc. 

On peut. généraliser pour le cas ou la relation linéaire a 
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lieu pour n valeurs dep; la lacune est de n termes et les 
racines imaginaires du produit signalées par la lacune appar- 
tiennent à P ou à Q. Si elles ne peuvent être introduites par 
le facteur Q, c'est que P en admettait. 



ETUDE 

SUR DE NOUVEAUX POINTS REMARQUABLES 

DU PLAN d'un triangle 

Par M. Emile IjeiULoine, ancien élèye de l'École Polytechnique. 

[Suite, voir p. 3). 



Soient Je, J^, Ja les symétriques de G, de B et de A par 
rapport au centre du cercle inscrit; Je et J^ sont les centres 
des hyperboles (1) et (2) qui passent par A' et ont pour 
asymptote commune la droite JcJt tangente au cercle inscrit 
et parallèle à BG et pour autre asymptote respectivement 

JfiJa et JftJo» 

Si Ton joint JaA' coupant J^Jc en T et que Ton prenne 
dans le sens TA', T0j = JaA', le point 0^, construit ainsi très 
simplement, sera évidemment le point cherché commun aux 
deux hyperboles d'après le théorème connu : les segments 
interceptés sur une droite entre Thyperbole et ses asymp- 
totes sont égaux. 

En construisant par rapport aux autres côtés les droites 
analogues à J*A', on a le théorème suivant. 

Théorème III. — Si dans un triangle ABU on joint le 
point symétrique de chaque sommet par rapport au centre du 
cercle inscrit au point de contact du cercle inscrit sur le côté 
opposé à ce sommet, on a trois droites qui se coupent en unmétne 
point; si par ce point on mène des parallèles aux trois côtiSi 
ces pai^allèles coupent les côtés en six points qui forment t*w 
hexagone circonscrit au cercle inscrit dans le triangle. 

Bn appelant l^, /„ /, les longueurs de ces parallèles 
comprises entre les côtés on peut démontrer que : 

L^on peut toujours former un triangle avec les longueurs 
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^1) l%9 hf e^ aussi établir les formules 

ce qui donne la solution de ce problème: Construire un 
triangle connaissant les^lrois longueurs 1^, 1„ l,. 

Les cercles ex-insotits donnent lieu à des constructions, 
à des formules, à des théorèmes et à des problèmes tout à 
fait analogues. On obtient ainsi les points 9a ,©6 ,0c > ana- 
logues à 01 . 

En calculant leurs coordonnées on trouve 

a(p + b) 



e» 



a(p 4- b — c) 

X = — ' - 

p — a 

b{a 4- p) 



0i 



y = — 



a 



a? = — 



y = 



p — 6 

6(p + g -- c) 
p — b 



©e 






y 



p — c 
_ b(p + a- b) 



ou 



e,(=)a == 



P C 

4a 



cos 



2 



0A.0. = 



4 c 



SIQ 



G 



0,0. X 0106 X 010c = 2**HV. 

0b 0c X 0a 0c X 0a 06 = 2^ R«p 
010a X0b0c = 2«aR 

La surface de 0a ©5 0c = 2^p.R 

Si l'on ajoute les deux égalités qui donnent les coor- 
données de 0a, on a as + 3/ == — (a+6):le point 0. est 
donc sur cette droite. 

Si l'on retranche les deux égalités qui donnent les coor- 
données de 0fl on trouve y — x s= a — b. 

Le point 0c est donc sur cette droite qui contient déjà 
le point 01. 

Enfin si Ton cherche le coefficient angulaire de 0a 0»^ on 
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trouve — I. Ce qui prouve que celle droite est parallèle à 
la bissectrice du supplément de l'angle BCA. 

Ces dernières remarques permettent d'énoncer le théorème 
suivant. 

Théorème IV. — Soit un triangle ABC ; sur GB et dans 
le sens BG je prends GG == a + b ; si^\ GA. et dans le sens AC 

je prends GCg= a -^h; je joins CJJtQ et je construis les deux 
droites analogues B^B A^Âg. Ces trois droites forment un 
triangle Ba^b^c dont le point de concours des hauteurs est 0^. 
Si par Vun des points S^, 0», 0b, 0cj /« mène des parallèles aux 
trois côtés de ABC, ces parallèles couperont ces côtés en six 
points qui formeront un hexagone circonscrit au cercle inscrit 
ou à l'un des cercles ex-inscrits du tnangle ABC. 

Remarque. — Les trois côtés et les trois hauteurs du trian- 
gle Sa^b^c sont parallèles aux bissectrices des angles formés 
par les directions des côtés de ABC. 

Le rayon du cercle circonscrit au triangle &al&b®c est 8R. 

Le théorème III transformé donne le théorème plus général: 

Théorème V. — Si deux triangles homologiques ABC, 
A'B'C quelconques sont circonscrits à une même conique^ les 
points de contact de ABC avec la conique étant a, p, y et ceux 
de A.'B'G étant a^'y', les triangles A'B'G', afy sont homologiques 
ainsi qus ABC et aPy'. 

Remarquons qu'on pourrait résoudre par une méthode tout 
à fait analogue le problème suivant plus général que celui 
que nous venons d'étudier. 

Problème II. — Trouver dans le plan d'un triangle ABC 
un point tel que si l'on mène par ce point des parallèles aux 
trois côtéSy Vhexagone formé par les six points oit, ces parallèles 
coupent les côtés soit circonscrit à une conique donnée inscrite 
dans le triangle ABC. 

Problèmie III. — Soit 6 un point quelconque (Ç, iri) duplan. 
On sait que l'hexagone BcAcCaBaAbCb (avec les mêmes nota- 
tions que dans le problème 1) est circonscriptible à une conique 
et inscriptible dans une autre] cherchons l'équation de ces courbes. 
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i° La conique inscrite à l'hexagone : 
Toute conique tangente à CB, GA a une équalion de la 
forme 

B^x* + 4FBxy + EY + 4FDx + 4FE1/ -f 4F* = o. (3) 
Exprimons qu'elle est tangente aux droites CbA^jCaBa, AeBç 
qui ont respectivement pour équations * 

br^x + {lari + bl — ab)y — r^iati + 6$) = o, (4) 
(avi -f- 26Î — ab)x 4- aly — l(aii\ + bl) = o, (5) 



X 

T 



4--^ 1=0. (6) 



= o. 



Or si la droite mx -}- ny + p = o est tangente à la conique 
kx* + Bxy + Ci/« + Dx + Ey + F = o, on a 

2A, B, D, m 
B, 2C, E, n 
D, E, 2F, p 
m, n, p, 

Ce qui donne pour la conique (3) 

p*(E*D* — 4F*B*) + 4pnFD(2FB — ED) + 4pmFE(2FB 

— ED) — 8mnF*(2FB — ED) = o 

ou on enlevant le facteur 2FB — ED, divisant par F*p* et 

^E ^D^E D, B _ 
posant _.=== X, -=r = Y, -rrX -^r + 2 -:;r = Z, on a 



F 



F 
m n 



4J!lx + 4— Y-Z = 8 . 

P P P P 

Si dans cette équation on remplace — et — par leurs 

^ P P 

valeurs tirées respectivement des équations (4), (S), (6), il 

vient : 

4b 4(2071 + &;-~fl6) —8b{2ayi + bl—ab) 

ay\ + bl "*" 7).(a7i + bl) "^ Ti.lari + bl) 

4{ayi+2bl — ab) 4^ y ! ^^ —^^(<^'n+^bl—ab) 

Ç(a7, + bl) "^ flTj + 65 "^ Ç(aTi + bl) 



De ces trois équations on déduit 

F "" ~" 071 + 6? 



1 
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F OT) + 61 

E_ ^ B _^_ i6 

F • F"^^ F~a»i + 6r 
,, X B ôoTfj + 66Ç — 2ab — zyiÇ 

(X Ù • ,„ — . 'Il II'. 

Subslituons ces valeurs dans Téqualion (3) préalablement 
divisée par F*. 

On a 
(iQ + byx* + 2(3a-n + 365 -ab — Ç7|)a;î/ + ($ + a)*y* 
- 2(71 + 6)H 4- b5)«^ - 2(5 + a)(a7i + 6Ç)2/ + {ay^ + 6E)» =o (7) 
qui est l'équation cherchée de la conique inscrite dans 
l'hexagone. 

Si Ton détermine le centre de cette conique on reconnaît 
qu'il est donné par 

X = ' 

les équations < . . 

4 
Ce qui conduit au remarquable théorème suivante 

Théorème VI. — Sidans le plan d*un triangle ABC unpoînt 9 
décrit une courbe quelconque, le centre de la conique inscrite 
dans Vhexagone formé par les intersections des côtés avec les 
parallèles aux côtés menées par décrit une courbe homothé- 

tiqueet le rapport d*homothétie est — . 

Remarque I. — Ces valeurs des coordonnées du centre nous 
indiquent une nouvelle solution très simple du problème I car 
nous connaissons dans ce problème les centres des coni- 
ques inscrites qui sont les centres des cercles inscrits et 
ex-inscrits au triangle ABC. En remplaçant x et y par les 
coordonnées de ces points nous aurons les coordonnées S, tj 
des points 6i, 0a > @b» Qc par les formules 

1= ^x — a 

•n= 4» — & 

et nous retrouvons ainsi les résultats obtenus par une voie 
toute différente. 
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Remarque II. — La courbe (7) ne représente jamais une 
hyperbole équilatëre/ 

Remarque III. — Si nous cherchons le genre de la courbe, 
nous voyons qu'elle représente une hyperbole ou une ellipse 
suivant que l'on a (t) — b){a — l)(ay\ + ^5)* positif ou négatif. 
Si Ton mène 
par A,B,C des 
parallèles aux 
côtés opposés, 
on forme un 
triangle A^ B^ 
Cl et il est facile 
de voir que l'in- 
variant (•»! — b) 
(a — l){ari + 
6Ç) est négatif 
ou positif sui- 
vant que le 
point (Ç, Y)) est 
ou n'est pas 
dans les par- 
ties hachurées de la figure ci-contre. Si le point (Ç, tj) se 
trouve sur un des côtés du triangle A, B^Gi, la courbe (7) se 
réduit à une droite double. 

2® La conique circonscrite à l'hexagone : 

On exprime facilement que la conique passe par les quatre 
points Bc, Gb, AcCa situés sur les axes de coordonnées, puis 
par l'un des points A^, Ba qui ont pour coordonnées : 



_-rr\ 


A 


/ 


/-- 


.■ \ „ 




— -%. 


c^4 


— - 


^ 


^~^:^dSfmi2:^ 


r 






V- ^^-^T^y 


/ 






\. ' -y- ■ ■ — ^ — — / 






rTi ■ — -^— ^^ 






V — y 






V 7 V 






^^^^ 






\^ "~V 






^ 






m 





A, 



a 



« = -j: (& — -n) 



B 



a;=l(a-Ç) 



on trouve 

bt\x* + (2û>l + 26Î — ab)xy + flÇy* — ^J i^bl + ot)) x 

-^ (2ot| + bl)y -f 7)5 (o»| +6Ç) = o. (8) . 

a. Cette équation représente une ellipse, une parabole ou 

une hyperbole, suivant que le point ($, iri) est à l'intérieur do 

l'ellipse maxima inscrite au triangle, sur cette ellipse où à 

l'extérieur de cette ellipse. On sait que cette ellipse maxima 
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est tangente aux 1 rois côtés en leurs milieux et a pour centre 
le centre de gravité du triangle ; son équation est 

b^x* -(- o,bxy + CL^y^ — ab*x* — à^by -| = o. (9) 

4 
6, La conique circonscrite à Thexagone sera un système 

de deux droites si le point (Ç, y;) est sur l'ellipse minima 

circonscrite à ABC. Cette ellipse minima, qui a son centre 

au centre de gravité de ABC et dont les normales aux points 

A, B, C sont les hauteurs du triangle, a pour équation 

abxy — {ay + bx){ay -\- bx — ab) = o. (10) 

L'ellipse (9) et Tellipse (10) sonthomothétiques. leur centre 
d^homothétie est le centre de gravité G de ABC. 

Le lieu d'intersection des deux droites qui, dans ce cas, 
forment la conique circonscrite à l'hexagone, est 
[{ay 4" ^x){<^y + bx — ab) -f- abxyy 
= 4abxy (ay -^bx — a6)*. 

c, La conique circonscrite est un cercle lorsque le point 
($, 7|) est le centre des médianes antiparallèles. (Voir la note 
sur quelques propriétés d'un point remarquable du plan d'un 
triangle, Congrès de Lyon, iS73.) 

Théorème VII. — Soit un triangle fixe ABC et un 
triangle variable A'B'C, homothétique à ABC, w étant le centre 
fi^e d'homothétie, on sait que les côtés de A'B'C coupent ceux 
de ABC en six points qui forment un hexagone inscriptible à 
une conique. (Voir Congrès de Lyon, 1873.) 

^° Le lieu du centre de cette conique est une droite qui passe 
par oi ; si o) est* le centre des médianes antiparallèles de ABC, la 
droite passe aussi par le centre du cercle circonscrit. 

2° Les côtés de cet hexagone qui sont situés sur les côtés du 
triangle ABC coupent (d'après le théorème de Pascal) les côtés 
opposés en trois points situés en ligne droite; cette droite passe 
par un point fixe. 

La conique circonscrite à l'hexagone est une hyperbole 
équilatère si le point (§, yj) appartient à la droite : 

2aï| (c* — a^) + 2bl (c^ — 6*) 4- ab (a» — 6^ — c*) = o. 

Il est facile de voir que cette droite est l'axe d'homologie 
du triangle ABC et du triangle formé en joignant les pieds 
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des hauteurs, c'est-à-dire Taxe radical du cercle circonscrit 
et du cercle des neuf points; on a donc le théorème suivant : 

Théorème VIII. — Si par un point quelconque de Caxe 
d'homologie d'un triangle ABC et du triangle formé par les pieds 
des hauteurs, on mène des parallèles aux trois côtés, ces pa7*al- 
lèles rencontrent les côtés en six points qui sont sur une hyper- 
bole équilatère, (A suivre,) 



QUESTION 35 



La question étant posée dans les mêmes termes que dans la 
question 34, mais en supposant cette fois que A est parallèle à 
00', trouver le lieu 
du point I ; on distin^ 
guera les différentes 
formes du lieu sui-- 
vant que le cercle 
décrit sur 00' comme 
diamètre est exté- 
rieur, tangent ou sécant à la droite à. On propose aussi de 
reconnaître que la courbe trouvée est une courbe de sixième degré 
umcursale. 

1, — Supposons maintenant que la droite A soit parallèle à 
00'. L'équation de cette droite est m =y sinw [1], La relation 

_ ^.2£Ji = JL [2]. Élimi- 
y a 




précédente est toujours 



sm o) 



X 



m 



nant l'angle w, on a sin w = — » 

y 



COS <i> 

y 



m 

xy 



1 
a 



[m i \ ( 
COS w = V ( 1 = 1- 

L'équation de la courbe est donc 



m 
x 



f)- 



m* 



%' / m y y 
équation que Ton peut écrire a«a;»(t/* — m*) = y^{am — xy)*' 
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a. *-> DlBOUBdion. «-^ Gétté eourbë e«t ûw sijiiëtôë degré, 
dlle est dymétMçud pût f apport à Ferlgliid. Elle est tout 

ëûllëre extérieure dui deux droites ^^^"^^^1 paraiielôs à 

l'axé des a?* et auxquelles elle est tangente aux points M 
et M' donnés par les coordonnées 

ly = m (y = — m 

L'axe des y est une asymptote double. Les asymptotes 
horizontales sont données par le coefficient de x^ 

qui représente quatre asymptotes réelles ou imaginaires 
suivant le signe de (a* — 4m*). Nous distinguerons trois 

1^ — -*»- ^* ;> o. Les qûâti^ àsyiâ ploies sonl réelles. Ëllds 
> 4 
Soûl ftymétriques deux à deux par rapport à TaXo des 0). 

Posant- m* = d*, on aura j/« = a f— ± rf J, Vàlèufis 

que Ton peut facilemeut construire (fig. 1). On obtient les 
quatre points A A4 A' Ai'. 
Noua pouvons écrire Téquation en ordoiinant par rapport 

à a;* : oj* {y^ *- d*^^ -f «*^*) = ^amy^ (xy j. [o] 

iiC premier membre contient les quatre asymptotes, le sg-^ 
tond l'hyperbole œy t=: ^2l^^ qui déparent le pUfi en ré- 

gions (fig. i, hachures croisées). 

Les points d'intersection P, 1?\ Q, Q'd© Thyperboia ttveo les 
asymptotes font partie de la courbe. L'origine est un point 
double isolé* 

Il y a dôtix branches de courbe comprises entre le s 

aBytnptoles AA' et A, A/, et deux branches asymptotes à Oj/ 

et aux droites A et Ai. 

a' 
2« m* = 0. L'équation ss simplifie et devient 

x^ (2/* — 7) — (^Y \^y ~ ■^)- 
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Les deux asymptotes horizonlales A. et A' sont confondues 
en Une seule A ayant pour équation y r= " v^ _ 



Fig. 4. 

L'hyperbole équîlalère xy = — et la courbe coupent les 
4 
âflux asymptotes A et Ai aux mêmes points P et P'; par con- 
séquent la Courbe est tangente en ces points & l'hyperbole 
équilatère. 
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!œ = a 
»=- 

points de tangCDce horizontale. I) y a quatre branches 
symélriques deux à deux par rapport à l'origine 0, qui est 



tig. s. 
un point double isolé. L'axe des y est une asymptote double 

3" m' < o. Les asymptotes horizontales sont toutes 

imaginaires. Il faut que û:: et i/ soient de même signe, donc 
il n'y a des points que dans ces premier et troisième qua- 
drants. 

Les points M et M' sont toujours deux points de tangence 
horizontale. L'ase des y est une asymptote double. 

La courbe a donc la forme de la tigure 3. Il y a un point 
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d'JD/lesion daos la partie de courbe qui V8 de M vers la droite 
à l'ase Oy et un point N où la tangente eBt verticale. 



1IIV 



3. — i" Prenons l'équation de la première courbe sous la 
forme ~1" >< ^ ( 1 T ) = '■ 



Ou peut poser — ^ cos ^ = — — 
d'oîi on aura les formules 



1 
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U 2tak(t^ -^ 1) 



X = 



Ces deux formules prouvent que la première courbe est 
unicursale. 
2^ Prenons la deuxième sous la forme 



I 






et posant 



m /' — I 

— == cos cp =s — - — 



On aura y = m --j--î- — [1] 

et 

m _ 2/ m ^» 4" y _ 2a/(/* — i)-f ^(^'■— -Q' 

le" "" /* + I "^ V ' i* — I "^ a (r» — i) 

d'oïl ce - ^^(^'-0 rai 

La courbe est donc unicursale. 

Celle remarque s'applique d'ailleurs à la courbe traitée 
précédemment quand nous avons résolu la queslion n® 34. 
On peut observer qu'en générali si 

X = f (sin ttf, cos co), 
y = (f (sin <D, cos <d); 
comme on a toujours 

ces iù == 



SI (0 = 



^«4-1' 

2t 



X et y sont données par des formules 

'^- F,(0 »- F,(0 
et par conséquent ces courbes sont unicursales. 
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I l I 



QUESTION là 

Solatton par M. E. (taullaider, élève âu Lycée Sdint-Louis. 



Étant donnés dmx) pointé ket^ d*mê parabole inconnue et 
la droite A aoce de cette court>e9 On abaisse sur A les perpen- 

dioulaif^eê kk\ 
BB*iPUiêôntm&ê 
les droites AB' 
et BA' qui se 
coupent en G. 

Démontrer que 
si par le point G 
on mène une pa- 
rallèle à Vaxe A, 
cette droite ren- 
contre AB en 
un point qui ap- 
partient à la tan- 
ffente au sommety 
ce qui permet de déterminer simplèinenl ce sûffifnel, 

(G. L.) 

Équation de AB' : ^ " ' ^' ' ^ == —^1—, 

ou y{Xi — a;,) — xyt -f x^Vt = o. 

Équation de BA' '. y {Xi — œ,) -f- ^y» "" 3?ij/, =s o. 

L'équalion d'une droite passant par G est 
y{Xi — X,) (X 4- i) — ce (»/, — Xy,) -f J/,£C, — X«it/, e: o (l) 

Si cette droite est parallèle à Ox, on a j/^ — Xy, :îî o, 




d'où 



y» 



t5t (1) devleiit y{x^ ^ x,) («/, — y.) + y,Vi«» — œiV.'ii « o 



ou 



chetcîidiis sott poitil d'ittlerBôction avec AB dont l'équation 



est 






tl' ~~" Xa 



X -^ (X/j 



40 JOURNAL D£ MATHEMATIQUES bPÉCULEb 

nous avons 

(x — X,) {yl — yl) + (x^ — a'â) j/? = o 

ou x{^i— î/i) +ac,i/i— a?,i/? = o; (2) 

mais yl = 2p x^, yl= 2pirj, 

donc (2) devient 

x{2pxi — 2pa;,) -|- 2px^x^ — 2px^x^ = o 

x = o. 

Donc le point D d'intersection avecAB est sur la tangente 

au sommet; le sommet est donc le pied delà perpendiculaire 

abaissée du point D sur Taxe. 



QUESTION 30 



On considère Véquation du quatrième degrés 

Ax* + Bx» + Gx« + Dx + E = o. 
Soient x^, x,, Xj, x^ les racines de cette équation: 1® on pro- 
pose de démontrer que si Von pose 

"" (Xl + X,)(X8 + xj ' 

Véquation transformée est 

Pz» + Qz2 + Rz + S = o ; 
en posant 

P = GBD — B^E — D«A, 
Q = 2BGD + 4ACE — 3B*E — 3D«A — C», 
R = BGD + SAGE — 3B*E — 3D*A, 
S = 4AGE — B«E — D^A. 
T Expliquer le résultat qu'on obtient quand on suppose 
C = o. 
5** Démontrer que si Von considère le faisceau quartique 
Ax* + BxSy + Gx«y* + Dxy» + Ey* = o, 
ces quatre droites formeront un faisceau harmonique si Von a 
2G« = 9BGD + 72AGE — 27B2A — 27D»A. 

(G. L.) 
1. Gherchons d'abord la résolvante qui correspond à l'in- 
connue t/, liée aux racines de l'équation donnée par la 
condition y = XiX^ + x^x^. 
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L'équation étant 

kx^ + Bac» + Gx* -f Da? + E = o, 
la résolvante sera 

î/' + Pî/' + W + »• = o» 
et nous allons déterminer p, q et r. On a d'abord 

— p = S£C|a?, 

ou _ p = _. (1) 

Le coefficient ^ est donné par la relation 

q = 2(aît.T, + x^x^){x^x^ + x^x^) 
ou ç = oji'aîja?, 4" Xi*x^^ + aîi*aî,a?4 

I "^j **^\X^ I ' ^^4 iZ/^Cl/^ I *^s X^%jC^ 

ce qui peut s'écrire 
mais on a d'autre part 



ou 



/ B\ _ G 



Ainsi q =^ Xi«[— + x^{x^ 4~ j] 

ou encore Ag = S (Ax/ + ^^i' + CcCi') 

d'ailleurs 2 (Aa?t* + Ba?!» + Cx^' + Da?i + E) = o . 

On trouve ainsi Aç = — S (DcCj + E) 

ou enfin k}q = BD — 4AE. (â) 

Gherchons enfin le coefficient r. On a 

En développant les calculs 

E E* I 

A * ' A« £Ci« 

B« — 2AG 

D'ailleurs Sa?-* = ■ , 

A* 

^ I D* — 2GB 

^^ ^'^ = — ET— 
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Od a donc enfin 

— A» r = B>E 4- D'A — 4ACE . (3) 

La résolvante est donc 
A»j/' — A'C»/» + A (BD — 4AE)y + 4ACE — B«E — D»A = 0. 

(4) 

2. — Cherchons maintenant la relation qui existe entre 
y et 5. 

Un a J5 = -7 i r-7 i r-, 

par suite 

. I «2/|CC| "7" X^X^ ~Y~ X^X^ "Y' X^X^ "Y" X^X^ "y™ X^tA^^ 

ï -| = I 

Z OC^X^ "Y^ XyX!^ 

Gz 

ou Ay =■ 



L*équation (4) devient donc 

GV — GV(i + z) + Cz(i + «)*(BD— 4A.E) 
+ (i +2)«(4A.CE — B«E — D«A) == o. 
En développant les calculs indiqués on a 
i5»(BGD— B«E— D*A)+;3«(2BGD+4ACE— 3B«E— 3Û«A-G»j 

+ z(BGD + 8 AGE -^ 3B*E — 3D*A) 

+ 4AGE— B»E— D ^A=o. (S) 

C'est bien Téquation indiquée. 

3. — On sait que Ton peut toujours, par la résolution d'une 
équation qui est du second degré, faire disparaître le terme 
du milieu d'une équation du quatrième degré. Supposons 
donc G = o, c'est-à-dire 

12 "l" X^X^ ~T~ X^CC/^ i X^Xq ""J" tïj^X^ — T~ X^X^ — — o \*^/ 

ou a?ia?j -f x^x^-\' {x^ + x^){x^ -f" ^4 = o- 

Ainsi, dans cette hypothèse G == o on a 

z -{• i = o. 
Mais la relation (A) est symétrique, et l'on peut déduire de 
cette remarque que les trois racines de l'équation en z sont 
toutes les trois égales à — i. C'est ce qu'il est facile de véri- 
fier puisqu'elle devient, en supposant G = o, 

(B«E + D*A)(j5 + i)» = o; 
elle n'admet pas d'autre racine que z = — i. 
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4. — Considérons maintenant le faisceau quartique 

kx' -f Bx^y + Gx^y* + Dxi/» + Ei/* = o. 
Si l'on coupe ce faisceau par la droite t/ = i, on obtient 
Téquatiou 

Ax' + Bas» + Coî» + Da5 + E = o. 
Le faisceau sera harmonique si les points Ai, A,, A^, A4, 
qui sont situés sur la droite y = i, donnent la relation 

B.1A4 A)A4 

Q„ *^3 ^i ^» — a?! 

tZ'4 ■"" X^ X^ "^" OL/j 

2 {x^x^ + iTiir,) = (.r^ -f- CD,) (a?, + ce*). (6) 
Il résulte de là que z = — est une racine de l'équa- 
tion (8) et en remplaçant z par — dans celle-ci on obtient 

2 

2C» = 9BGD + 72AGE — 27B«A — 27D«A. (7) 
C'est bien la relation indiquée. 

5. — On peut encore déduire cette condition de l'équa- 
tion (4), équation à laquelle on est conduit par la méthode 
de Ferrari. 

Eneffel, pour exprimer que les racines a?ia?2,û[Î3,û?4 satisfont 
à la condition (6). on peut observer que celle-ci peut s'écrire 

Q 

3(xiX^ + ^3' ^4) = Sx^a?, = ---. 

A 

On a donc 3At/ = C 

et l'équatiou (4) donne, en remplaçant Aj/ par -^y la rela- 

3 

tien (7) qui se trouve ainsi établie par ces deux procédés. 
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QUESTION 25 

Holatloii pnr M. Griffon, commis d'Intendance militaire à Montpellier. 



On considère une ellipse E, un diamètre klk.' et deux points 
quelconques A et B. f^s droites AA', Bffl^e coupent en un point 
P; AA" et BA' en un point Q. Le pôle ae AB est évidemment 
situé sur 'PQ. On propose de démontrer qu'il est placé au milieu 
de PQ. (G. L.) 

Soit R le pôle de AB; G le milieu de la corde AB. La 

droite .qui va 
du centre de 
la conique E 
au milieu G de 
la corde polaire 
AB passe par 
le pôle R. Mais 
dans le qua- 
drilatère com- 
plet PQAB A' 
A'' le milieu 
des diagonales 
sont trois points en ligne droite; donc la droite OG, qui 
joint les milieux de deux diagonales A'A" et AB, passe par 
le milieu de la troisième diagonale PQ. Et comme OG ren- 
contre PQ au pôle R de AB, on voit que R est bien le milieu 
de PQ. 

Nota. -- Ont résolu la même question : MM. P. Godefroy, à Lyon; 
Alexandre, à Angers; H. Bourget, à Aix; Hellot, à Rouen; Cadot, Lycée 
Saint-Louis, à Paris. 
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QUESTION 36 

Solution par M. Alexandre, élève de Mathématiques spéciales an Lycée 

d'Angers. 



On considère les ellipses E, ayant le même centre, leurs accès 
de direction fixes et homo thé tiques ; par deux points fixes, Vunk 
pris sur Ox, Vautre B sur Oy, de telle sorte que OA = a, 
OB rrr b, on fait passer dey cercles G tangents à Ë au point I. 
Trouver le lieu de ce point. Ce lieu est une cubique. On propose 
de la construire dans le cas particulier ou les courbes E sont des 
cercles. (G. L.) 

L'équation de Tune quelconque des ellipses sera 

X* t/' 

soit (X — a)« + (t/ — 6)« = pi + (a - a)« (2) 

un cercle passant par A ; en exprimant qu'il passe par B on a 

(2p — 6) 6 — (2a — o) a = G. (3) 

Soit (Ti j/i un point qui est sur le cercle ; il se trouve for- 
cément sur Tune des ellipses (1) ; il suffit donc d'exprimer 
que la tangente en ce point au cercle est parallèle à la po- 
laire de ce point par rapport à l'une quelconque des ellipses, 

ce qui donne -t— — - = -r ^ . (4) 

>^' yi P — yi 

On aura le lieu cherché en éliminant a, p, entre 

(^i - ^y + (yi - ?)• = P« + (« - a)« (S) 
et les équations (3) et (4). — Ces deux dernières donnent 
a et p, qui portées dans (5) donnent le lieu cherché 
(a;" 4" y* — ^*) i^l^*^ — ^^'y) — 2X-Î/ (X« — [A*) {bx -\- ay — ab) 
+ (a« — . 6«) {ii.^x^ + \Y — {a'«^) = o. 

Si on suppose que les courbes données E sont des cer- 
cles, X = fx, et le lieu devient 

(x* + y* — a^) (ax — by) '-f- (a* — 6*) {x^ + y* — <i^) = o. 
C'est cette courbe qu'il faut construire. 

Nous supposerons a > b. Ou voit aisément que la courbe 
passe par l'origine ou sa tangente est 
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20» — 6* 



et par le point d'intersection du cercle 

X* + l/' — CWÎ=0. 
Elle est tangente aux deux cercles 

ce* + !/* — û* ==0 
x* 4" !/* — ax = o 
au point x = a oii ils sont tangents. 




La courbe coupe sa tangente à l'origine au point oU celle- 
ci rencontre la droite x =: a. 
On a une asymptote 

ax — 6y + a* — 6« = o 
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qui passe aussi par le point de rencontre de la tangente à 
l'origine et de a; = a, 

La courbe a donc la forme de la figure ci-contre. On a 

fl* a* — 6* 



6 ' h 

Si a = 6, la courbe se réduit à un cercle et une droite 

a?* 4- j/* — a« = o 
ax — by = o. 
Pour étudier le cas de a < ft, il suffirait de prendre pour 
axe des a? Taxe des y et inversement; on aurait une courbe 
ayant une disposition analogue par rapport aux nouveaux 
axes de coordonnées. 



QUESTIONS PROPOSEES 



50. ; — Si par un point de la courbe ayant pour équation 

05* 4" y* = ^> 
on mène les tangentes, démontrer que, des quatre autres 

points de contact, deux sont réels et deux sont imaginaires. 

Démontrer que les points de contact réels ne peuvent avoir 

en même temps leurs coordonnées commensurables. 

(Ed. Lucas.) 

51. — On considère une conique à centre A ; soit S Tun 
des sommets de cette courbe, et AB une corde principale. On 
trace une parabole P passant par les points A et B, et ayant, 
elle aussi, le point S pour sommet. Soit I le point de contact 
de la paranole P avec une droite à la fois tangente à A et à 
P. Lieu de ce point I, quand la corde AB se meut parallè- 
lement à elle-même. (G, L.) 

52. — L'ellipse qui touche les côtés d'un triangle ABC 
aux pieds des médianes antiparallèles a pour foyer les point 
segmentaux de Brocard. Ces points et 0' sont définis par 
la relation 

OAG = 0GB = OBA = O'AB = O'BG = O'CA. 

(E. Lemoine.) 



I 
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53. — Soient a, 6, c, d, quatre coefficients consécutifs d'une 
équation algébrique réelle. Si Téquation dx^ -}- bx^ + cac 
-}- d = o n*a pas .ses trois racines réelles et distinctes, Té- 
quation proposée a au moins deux racines imaginaires. 

( Walecki.) 

54. —On suppose que Téquation U = o a toutes ses racines 
réelles ; démontrer que les équations 

/; = U + (oî — a)D' = o 
f^ = V + 3{x — a)\J' + ix — ayV = o 
/•, = U + 7(x — a)U' + 6(0; — a)^l]' + (x—afXJ"' = o 
ont aussi, quel que soit a, toutes leurs racines réelles (a est 
réel, bien entendu, et U', U'', U" sont les dérivées succes- 
sives de U). 

Donner Texpression générale de /*„ = o, et montrer que, 
en posant /*„ = a JU + a^U' + a^U" + . . . 

on a a° = I, 

2»» — I 



a* 



a2 



I 
3»* — 2.2" — I 



1.2 

4" — 3. 3»* + 3.2" — I 

1.2.3 

et ainsi de suite. (G. L.j 

55. — On fait passer par 6 points fixes d'un plan des cu- 
biques ayant chacune un centre ; déterminer le lieu de ces 
centres. 



Le Rédacteur-Géranty 
E.VAZEILLE. 
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ETUDE 

SUR DE NOUVEAUX POINTS REMARQUABLES 

DU PLAN d'un TRIANGLE 

Par M. Emile liemoine, ancien élève de l'École Polytechnique. 

[Suite, voir page 26.) 



Etudions maiatenantjles lignes qui joignent les sommets 
aux points de contact des cercles tangents aux trois côtés du 
triangle. '' 

Théorème IX. — Si dans un triangle on joint chaque 
sommet au point de contact avec le côté opposé du cercle ex- 
inscrit tangent à ce côté et au prolongement des deux autres, 
on a trois droites qui se coupent en un même point iù^. 

C'est-à-dire que les trois droites AA.'a,BB'6, GG'c sont con- 
courantes au point (Oj. 

Théorème X. — Si dans un triangle on joint un premier 
sommet avec le point de contact sur le côté opposé du cercle 
inscrit à ce triangle; puis un deuxième sommet avec le point 
de contact sur le côté opposé du cercle ex-inscrit qui est tangent 
au côté opposé au troisième sommet et au prolongement des deux 
autres ; puis le troisième sommet avec le point de contact sur le 
côté opposé du cercle ex-inscrit qui est tangent au côté opposé 
au deuxième sommet et au prolongement des deux autres, on 
a trois droites qui se coupent en un même point. 

C'est-à-dire que si Ton prend successivement pour pre- 
mier sommet les points A,B,C, on a trois faisceaux de trois 
droites se coupant en <«)« , wt , (Oc . 

iAA' BB'c CG'b se coupent en tùa , 
AA'cBB' CG'a — — 0)6, 
AA'bBB'a GG' — — (Oe. 

Les points coi, (i>a,a)b>(iDe ont respectivement pour coordonnées 
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so 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

a(p — b) 



(0| 



X = 



= (hb — 2r) sin C 



_ Hp — Q) 



(0/ 



y = 



a? = — 



P 

a(p 



= (ha — 2r) sin G 



0) 



p — a 



= — (ira —h) sin C 



pb 



(1)^ 



y = — = (ha + 27'a) sin C 

^ p — a ' ^ 

= ■-^3^ =(A6 +2n)sinG 



ÛC 



Wc 



P 

= — ft ' ^ _ ^ = — (2r6— Aa)sinC 

q(p — b) 

p — c 
bip - 6) 



!/ 



a? = — 



= — (2rc — A6)sin G 



J/ = — 



p — c 



= — (2rc — Aa)sin G 



Ces équations permettent défaire les remarques suivantes: 

l^cDi et (Oc appartiennent à la droite j/ — x = — a + 6; 
nous avons vu que les points 0^ et 0c appartenaient à la 
droite y — x= a — b symétrique par rapport à G. 

2® Les points (sia^m sont sur la droite y -{- x = a + b; 
nous avons vu que les points &a®b étaient sur la droite 
y -f- a? = — (fl + fr) symétrique par rapport à G. 
• 3^(ùi et0i sont symétriques par rapport au centre du cercle 
inscrit 

(Oa et 0a id. au centreducercle ex-inscrit de rayon Ta 

0)5 et 0b id. id. Vb 

cue et 0c id. id. Vc 

i^ Les droites w^Wc et w^wa sont symétriques de 0i0c et0a06, 
par rapport au sommet G. 

De même pour les autres couples de droites. 

iùbtûa se construit donc en prenant sur GB dans le sens GB 
et sur GA dans le sens GAune longueur égale à a -f & et joi- 
gnant ces deuxpoints;(i)ca)a,w6(Oc se construisent de même, etc. 

S® On peut remarquer que Awa, Bwb, Gwc, c'est-à-dire AA', 
BG', GG' se coupent en un même point, tandis qu'il n'en est 
pas de même de A9a, B06, G0c. 
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2C 

6® Si Ton calcule oD6(i)a,on trouve 77- > ce qui prouve, 

sin — 
2 



— .4g 
sin 



puisque &b&a = — tT"» 5^® ^®^ deux triangles homothé- 



2 

tiques (Oato^tDc et Sa^b^c ont — pour rapport d'homothétie. 

2 

Théorème XI. — Si par le point wi /c mène des parais 
lèles aux trois côtés du triangle ABC, chacune de ces parallèles 
sera à une distance 2V du sommet opposé au côté auquel elle est 
parallèle. De même si par wa on mène des parallèles aux trois 
côtés, chacune de ces parallèles sera à une distance 2v^ du som- 
met opposé auquel elle est parallèle. 

Cette propriété définit complètement les points w^, wa, o)b, 
Wc d'une autre manière que celle qui nous les a fait trouver. 

On en déduit facilement que : ces points sont les centres des 
cercles inscrit et ex-inscrit au triangle formé en menant par 
chaque sommet de ABC une parallèle au côté opposé, 

Cesthéorèmes permettent de trouver en nombre indéfini des 
relations entre les éléments des triangles ABC, 0)^0)6 o)c, 

Le théorème XI est un cas particulier du suivant. 

Théorème XII. — D'un point quelconque p du plan d'un 
triangle ABC /abaisse pa, pb, pc, perpendiculaires respective- 
ment sur BC, AG, AB: Sur les hauteurs AA', BB', CC de ce 
triangle, je prends les trois points a, p, y tels que Aa, B{3, Gy 
étant de même sens que pa, pb, pc, on ait Aa = 2pa^ Bp = 2pb, 
Cy = 2pc. 

Par a je mène une parallèle à GB, 

- P - AG, 

— y — AB, 

Ces trois parallèles se coupent en un point p ; si p décrit un 

lieu ç(x, y) = o, p' décrira la courbe cp ( , ^ j = o, 

Courbe semblable à 9 (x, y) = o et dont la symétrique par 
rapport à Vorigine est homothétique à 9 (x, y) =: o. 
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En projetant sur un plan quelconque on aurait un théorème 
encore plus général ; les hauteurs seraient remplacées par 
trois droites partant des sommets et se coupant en un même 
point, puis les perpendiculaires menées de p sur les côtés 
par des parallèles à ces trois droites. 

Théorème XIII. — Le point (Oj, le centre de gravité G, le 
centre du cercle inscrit o et le point 0j sont en ligne droite ; 

et Ion a -^ — = Go = — rr-i . 

2 3 

Théorème XIV. — Si par les points A'a, B b, Ce, où les 

trois cercles ex-inscrits touchent les côtés et non les prolonge- 
ments de ces côtés, on élève des perpendiculaires à ces côtés, on 
a trois droites qui se coupent au même point Y : les trois points 
V, 0, sont en ligne droite et Von a VO = Oo. 

La somme des perpendiculaires abaissées de Y sur les trois 
côtés du triangle est 2R — r. 

De même si par G'c, B'a, A'b, on élève des perpendiculaires res- 
pectivement aux côtés A3 y AS, BG, elles se couperont en un 
point Vc. 

Vc, et Oc seront en ligne droite et Ooc = OVc. 

En somme les points V, Va, Vb, Vc seront les symétriques de 
0. Oa, Ob, Oc par rapport au centre du cercle circonscrit» 

Théorème XV. — Soit 

Ti Vaxe d'homologie des triangles ABC et A'B'G' ; 

Tb — — A bB bG b 5 

le """ "—" Ac-Dc^c» 

1® Le triangle formé par les trois lignes T», Tb, Te, a ses 
sommets sur les bissectrices de ABC ; 

2® Ti coupe respectivement T^, T^, T*^ sur la bissectrice du 
supplément de k, de B, de G. 
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SUR UNE NOUVELLE APPROXIMATION 

DES RACINES INCOMMENSURABLES 

Par M. il* CoUin,, professeur de Mathématiques, ancien élève de l'École 

Polytechnique. 



Soit f{x) = une équation quelconque, et supposons que 
Ton ait reconnu que cette équation admet une racine simple 
incommensurable, comprise entre deux nombres déjà bien 
rapprochés a etp, a -< p. 

On peut trouver pour cette racine, par la géométrie, une 
approximation qui est intéressante à plusieurs points de vue: 
car 1® elle s'obtient immédiatement lorsqu'on a déjà effectué 
les calculs nécessaires pour la méthode de Newton et la 
méthode des parties proportionnelles; 2® elle donne une 
valeur plus approchée que ces deux méthodes ; 3® elle peut 
se représenter graphiquement. 

Considérons en effet la courbe j/ = f{x), et appelons A etB 
les points de cette courbe qui ont pour abscisses respectives 
tt et p. (*). Désignons aussi par A, B',D les points oh Taxe des 
X rencontre la tangente en A, la tangente en B, et la corde 
AB, et par a , p', 8 les abscisses de ces points, de sorte que 
Ton a 

Nous supposons d'ailleurs que la courbe n'offre aucun point 
d'inflexion entre A et B, d'où il résulte, en particulier, que 
les deux valeurs a et p' sont approchées dans le même sens, 
et 5 en sens contraire. 

Gela étant, 

Parmi toutes les coniques qui touchent la courbe y=if{x) 
en A et B, se trouve une hyperbole ayant une asymptote 
parallèle à l'axe des a?, et qui, par conséquent, rencontre 



(*) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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cet axe en un point unique G. D'après le théorème de 
Desargues, G est le point central de Tinvolution dont A' et 
B' sont deux points conjugués, et D un point double ; donc 
G est compris entre A' ou B' d'une part, et D d'autre part, et 
son abscisse y est donnée par la relation 

(y_8)« = (a-.r)(p'-Y), 

d ou Y = - — r— TT 1 

et cette valeur y est ainsi une valeur plus rapprochée de la 
racine que ne le sont a , p' ou 8. 

Dans quel sens cette valeur y est-elle approchée ? — Elle 
est approchée dans le même sens que a et p', si l'hyper- 
bole est extérieure à la courbe yz=f(x); elle est appro- 
chée en sens contraire si l'hyperbole est intérieure à 
cette même courbe. Or, puisqu'il n'y a pas de points 
d'inflexion entre A et B, l'hyperbole est extérieure ou inté- 
rieure à la courbe suivant que le rayon de courbure pa de 
l'hyperbole en A (ou en B) est plus grand ou plus petit que 
le rayon de courbure p^ de la courbe au même point; mais 

3 3 

_{ I + ria)\-^ _ ji +na)p" 

y" étant la dérivée de y empruntée à l'équation de l'hyper- 
bole. 

Donc, y est approchée dans le même sens que a et p' ou 
en sens contraire, suivant que l'on a 

yl < rw ou î/; > /•"{*) 
c'est-à-dire, ainsi qu'il est facile de s'en rendre compte en 
calculant y", 

2{(p - g)/"'») +((<>.) - m]^ /'(a)/-'(p) 
|(p_ a)f (p) + /-(a) - fmm - /(«)p n«)< O OU > O. 

Cette expression semble, à première vue, bien compliquée; 
mais il faut remarquer que les valeurs numériques de tous 
ses éléments sont déjà connues. 

Observation. — Il n'y a peut-être guère lieu d'employer 
cette nouvelle approximation, que nous proposons, pour les 
équations trinômes ou quadrinômes; mais elle devient réel- 
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lement avantageuse pour les équations qui contiennent cinq 
ou un plus grand nombre de termes. 



NOTE DE GEOMETRIE 

Par M. Denry Bonipet. 



LIBU GÉOMÉTRIQnE DU SOMUBT DE l'aNGLE DE GRANDEUR CONSTANTE 
CIRCONSCRIT A UNE COURBE DE LA CLASSE n. 

1. — Historique. — Ce fut Steiner qui, le premier, énonça 
cetle question d'une façon générale et en donna une solution, 
sans démonstration, dans le Bulletin mensuel de V Académie 
de Berlin (1888). Peu après, dans les JV. Annales de Mathé- 
matiques {iiSQ, p. 179), M. Devulf publia une démonstration 
analytique de la solution de Steiner. 

Dans le même recueil (1859 ; p. 314), M. G. Salmon fit 
paraître une note ayant pour but de rectifier les assertions 
de M. Steiner et Devulf. 

Enfin en 1861 (N. Ann. p. 206j, M. E. de Jonquières 
généralisa cette question, et en donnant une solution entière- 
ment géométrique, il montra que les dissidences de ses pré- 
décesseurs n'étaient qu'apparentes. 

Des cas particuliers de ce problème se présentant assez 
souvent, nous avons cru utile de faire connaître aux lecteurs 
de ce journal l'article remarquable de M. de Jonquières. 
C'est le but de cette note, dans laquelle nous trouvons un 
peu plus simplement que dans l'article précité, tous les 
résultats obtenus par l'éminent géomètre. 

2. — Nous savons, et il est facile de le démontrer, que lors- 
que les côtés d'un angle de grandeur constante enveloppent 
une courbe, ils tracent sur la droite de l'infini du plan de la 
courbe deux divisions bomographiques à points doubles 
imaginaires. D'après cette remarque, il est aisé de voir 
que le lieu géométrique peut être ramené à celui-ci : 

Étant données sur la droite de V infini d'un plan deux divisions 
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homographiques à points doubles imaginaires , trouver le lieu 
des points de rencontre des tangentes menées à une courbe fixe 
duplany par les points homologues des deux divisions. 

C'est ce problème que nous allons résoudre. Sa solution 
est évidemment la même que celle du problème qui fait 
l'objet de cet article. 

3. — Soit une courbe C„ de la classe n et appelons tan- 
gentes correspondantes des tangentes menées des points homo- 
logues des divisions homographiques données. 

Pour trouver le degré du lieu des points de rencontre des 
tangentes correspondantes, il nous suffit de chercher le 
nombre des points de ce lieu qui se trouvent sur la droite 
de l'infini. 

Or, des tangentes correspondantes ne peuvent se couper 
sur la droite de l'infini qu'en deux points distincts imagi- 
naires, qui sont les points e et f des deux divisions homo- 
graphiques tracées sur cette droite. Le degré du lieu cherché 
sera donc la somme des degrés de multiplicité de ces points. 

Au point e se trouvent deux faisceaux de n tangentes à 
la courbe Cn; ces droites se coupent en n* points. De même 
au point f se trouvent deux faisceaux qui se coupent en 
n' autres points. Ces deux groupes de points sont respecti- 
vement en e et en /, par suite ces points sont chacun de mul- 
tiplicité n*. 

Le degré du lieu cherché est donc généralement 2n^ 

4. — Mais remarquons que, parmi les diverses branches 
de la courbe, il y a 211 droites dont il faut faire abstraction ; 
le degré du lieu est alors 

2n* — 2n = 2n (n — i). 

En effet, puisque le point e est double, il y a en ce point 
n tangentes à la courbe G» qui coïncident et qui par suite 
font partie du lieu. Il en est de même au point /^. Il y a 
donc bien en tout 2n droites imaginaires qui font partie du 
lieu. 

On peut donc finalement énoncer le théorème suivant, qui 
est la solution générale du problème cherché : 
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Le lieu géométrique du sommet d'un angle de grandeur con- 
stante circonscrit à une courbe de classe n, est généralement 
une courbe fermée de degré 2n (n — i). 

5. — Dans le cas particulier où la courbe G» est du genre 
parabolique^ c'est-à-dire a pour tangente la droite de Tinfini 
de son plan, cette droite fait 2(n — i) fois partie du lieu, et 
par suite le degré du lieu est seulement 

2(n' — 2n -j- = ^(^ — 0*' 

En effet, il suffit de montrer que chaque point de la droite 
de l'infini est de multiplicité 2(71 — i). 

Or, prenons deux points homologues a et a des divisions 
homographiques tracées sur cette droite. Par chacun des 
deux points a et a passent un faisceau de (n — i) tangentes 
à la courbe G„, plus la droite de l'infini qui fait la n°** tangente. 
La droite de l'infini du faisceau de centre a coupe le faisceau 
de centre a en un point a de multiplicité (n — i) : ces (n — 1) 
points foQt partie du lieu. 

La droite de l'infini ayant une direction indéterminée, 
celle du faisceau du centre a pourra être considérée comme 
faisant avec chacune des (n — i) droites de ce même fais- 
ceau un angle égal à l'angle donné ; il s'ensuit que chacun 
des points d'intersection des (n — i) droites du faisceau de 
centre a avec la droite de l'infini de ce faisceau donnera un 
point du lieu, ce qui fait (n — i) points du lieu confondus au 
point a. 

Le point a est donc un point de multiplicité 2(n — i), et 
comme il en est de môme pour tout autre point de la droite 
de l'infini, cette droite fait 2(n — i) fois partie du lieu ; donc 
finalement, dans le cas particulier dont il s'agit, le degré du 
lieu est seulement 2n(n — i) — 2(n — i) = 2(71 — i)*. 

6. — Dans le cas du numéro (4) la courbe fermée est 
composée de deux branches, chacune de degré n^n — i) : 

L'une engendrée par le sommet d'un angle égal à l'angle 
donné ; 

L'autre, engendrée par le sommet d'un angle égal au sup- 
plément de l'angle donné. 

A mesure que Tangle donné se rapproche d'un angle droit, 
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les points de ces courbes se rapprochent deux à deux, et 
lorsque Tangle donné est égal à un angle droit, le lieu se 
compose de deux courbes de degré n(n — i) superposées. 
On peut aisément vérifier ces résultais pour les coniques. 



QUESTION 1 

Solution par M. Griffon, commis d'intendance à Montpellier. 



On considèreun cercle M, un diamètre fixe AB, et la tangente GC 
à V extrémité B de ce diamètre ; par le point A on mène une trans- 
versale qui rencontre le cercle en D, et la bissectrice de Vangle 
DAB qui rencontre en H la tangente CC; soit le centre du cercle 
inscrit au triangle ADB, et A une droite perpendiculaire à AO 
par ce point 0. Cette droite A rencontre le cercle décrit de 
B comme centre et avec BH comme rayon en deux points. Démon- 
trer que le lieu géométrique décrit par Vun de ces points est 
une droite, le diamètre AB; Vautre point décrit une strophoïde. 
On démontrera cette double propiHété par le calcul et la géo- 
métrie. 

SOLUTION ANALYTIQUE 

Prenons l'origine au point B, AB pour axe des a?, la tan_ 

gente BH pour axe des y. Soit R le rayon du cercle donné. 

BAD 
9 l'angle variable BAH = . 

L'équation de AH est y = m (A? -f- 2R), en posant 

m = tg 9. 

•On peut remarquer que DBA = 90 — 29. Si on considère 
la bissectrice de l'angle DBA, qui donnera par son intersec- 
tion avec AH le centre w du cercle inscrit au triangle ADB, 

on a (*)BA = 45 — 9, et wB.x = 1- 9. 

4 
L'cquation de Bto est donc 

2/ •= ce tg h ? 1 = iï? x\ = ^ i • 
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Les coordonnées de w sont donc données par 

y = m (x + 2R) ( ^>^_ 2Rm(m+i) 

m — I , d ou < Tk / V 

y = i — X ] , 2Rmfm— i) 

^ ^ ^ m« + 1 

Par suite, l'équation de la droite A est 

2Rm (m — i) _ I / 2Ïlm (wi + \ 

y'^ w* + I """""^ V"^ "^ mM^^l / 

. ag 2R(m+i) 2Rm (m — i ) 

m m* + ï m' + I 

2R 

(m -|- I -|- ^' — m) = — 2R 



m* + I 

^2/ + ^ + 2Rm = o. (l) 

On a BH = 2Rm. L'équation du cercle décrit de B comme 
centre avec BH pour rayon est donc 

ce* 4- y^ = 4R'm'- (2) 

En éliminant m entre (i) et (4), on a 

^ _ 4R' a?' 
•^ +^ - (2/ + 2R)« ' 
ou (x^ + î/") {y + 2R)« — 4R«x« = o . 

C'est le lieu des points d'intersection de la droite A avec le 
cercle B. 
En simplifiant, l'équation précédente devient 

j/» {y + 2xy + xY + ^Rx^y = o ; 

d'où 2/ = o, 

c'est la droite AB, et 

2/ (2/ + 2R)» 



x^ = 



y + 4^ 

c'est l'équation d'une strophoïde droite ayant pour sommet 
le point B, origine des coordonnées, pour point double lo 
point x=. Oy y = — 2R (c'est le point E de la figure), et 
pour asymptote la droite j/ = — 4R. 

SOLUTION GÉOMÉTRIQUE 

Soit M le point où la droite A rencontre le diamètre AB. 
i® Le lieu de P est la droite AB. — Soit 9 l'angle BAH; on 
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a déjà vu que OBA = — (90 — 29) = 45 — <p. Dans le 

triangle OMA, l'angle extérieur 0MB est égal à 90 + ?• 

Il en résulte que dans le triangle 0MB 

0MB = 180 — (90 + 9) — (45 — 9) = 45^ 

Gomme HOM est rectangle, OB est la bissectrice de 
rangle MOH. 

D 

C 




Si alors on considère le cercle circonscrit au quadrilatère 
MOHB (qui est évidemment inscriptible, puisque deux angles 
opposés sont droits), OB passe par le milieu du demi-cercle 
décrit sur MH comme diamètre, et BH = MB. 

Donc M est sur le cercle B ; c'est bien le point d'intersec- 
tion de A avec ce cercle ; comme c'est aussi le point d'inter- 
section de A avec AB, le lieu de ce point est le diamètre AB. 
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2® Le lieu de N est une stropho'ide. — Soit N le deuxième point 
de rencontre de A avec le cercle B. — A passe par un point 
fixe situé sur la tangente GC. — Soit, en effet, F le point 
d'intersection de A et de GC*. Abaissons 01 perpendiculaire 
sur AB ; les triangles OPI, BPF sont semblables et donnent 

BF _ BM _ BH 

01 "■ IM ~ F? ' 
puisque BM = BH. 

Mais, dans le triangle BHA, on a BH = 2R tg 9, et dans 

le triangle MOI, MI = 01 tg <p. Donc -5^ = 454^» 

Ul 01 tg cp 

d'où BE = 2R, le point F est donc fixe sur GG'. 

Gela posé, menons par F une parallèle à AB, et menons BS 
jusqu'à sa rencontre en K avec cette parallèle. 

Il est évident que OFH = 9; donc KFN = 90 — <p. 

Le triangle MBN est isoscèle et les angles à la base sont 
égaux à 90 — ç; l'angle KNF opposé par le sommet à l'angle 
à la base MBN du triangle MNB, est lui aussi égal à 90 — cp. 
Donc le triangle QKF est isoscèle, et KQ = KF. 

Le lieu du point Q est donc, d'après une génération connue 
de la stropho'ide, une strophoïde droite ayant le point B pour 
sommet et le point E pour point double. 

Nota. -^ La même question a été résolue par MM. Oger, à Saint-Seryan; 
MayoD, lycée Henri IV, à Paris; Vazou, collège Rollin; Robillard, lycée Saint- 
Louis. 



QUESTION 10 

Skilation par M. E Gaullaider, élève de mathématiques spéciales 

au Lycée Saint-Louis 



Soit AB une corde dans une parabole G le milieu de AB. On 
projette le point G en C sur Vaxe et on mène par ce 'point G une 
perpendiculaire à AB, perpendiculaire qui rencontre Vaxe en D. 

Démontrer que quel que soit AB, G'D est constamment égal à p. 
Déduire de ce théorème une solution du problème qui consiste à 
trouver le sommet d'une parabole, connaissant deux points et 
Vaxe de la courbe. 
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Déduire aussi de la propriété précédente ce théorème connu 
que les normales ket'R coupent Vaxe en des points équidistants 
du point D. 

L'équation de la parabole rapportée à son axe et à la tan- 
gente au sommet est j/* = 2px. 




Les coordonnées de A et de B étant respectivement (a?i, y^), 

j/j« == 2px^. 
L'équation de la droite CD perpendiculaire à AB est 

2/i + y2 



y — 



2 



X — 



a?| -f- a?j 



Vi — y^ 



en y faisant y == o, on a 



2a; — i^i— a?, y^ — y^ 



,, ^ 2p.Ti — 2px^ 4- Xi^ — a?,* , 

d ou X r= ^ f-l-J — i !L z= p + 

2(.Ti — a;^) 



xi H-ac, 
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C'est l'abscisse du point D. Alors 



CD' = p + 



»I/j "y" ^1 **'! ~T~ • 



• = P 



2 2 

G. Q. F. D. 

Connaissant deux points À et B de la parabole on peut 
trouver le sommet. Pour cela soit CD perpendiculaire au 
milieu de AB et d'après ce qui précède GD = p. On abaisse 
AP perpendiculaire sur l'axe et on prend PM = GD = p, 
La droite AM est normale en A, la droite AT perpendiculaire 
à AM est la tangente en A qui rencontre l'axe en T, on prend 
le milieu S de la longueur TP, le point S est le sommet. 

Puisque PC = G'Q et puisque PM = CD = QN =p, on 
en déduit MD = DN. 

Nota. — La même question a été résolae par M. Th. Alexandre, élève de 
mathématiques spéciales au lycée (^'Angers. 



QUESTION 31 

fftolation par M. Griffon, commis d'intendance militaire à Montpellier. 



On donne deux droites rectangulaires Ox, Oy ; sur Ox deux 
points fixes T? et Q; par ces points V et Q on fait passer une 
infinité de cercles G et on imagine les hyperboles H, qui ont 
pour asymptotes Ox, Oy et sont tangentes à G. Trouver le lieu 
des poin ts de contact des courbes H e/ G. 




Soient p et q les abscisses des points P et Q. Posons 

2 
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L'équation d'un cercle passant par P et Q est 

(cc-dy + (y-xy = X» + {d — py 

ou a?* + y* — ^dCD — 2^!/ + 2pd — p* =- o. (1) 

Soit M un point du lieu. La tangente commune en M à 
rhyperbole H et au cercle C est partagée en deux parties 
égales par les asymptotes Ox, Oy et le point de contact. Si 
œ, y' sont les coordonnées de M, on a 

OB , OA 

La tangente en x', y au cercle (1) a pour équation 

X {x — d) + î/ (y' — À) -7- dx — Xy + 2pd — ^* = o . 
Pour y = o on a 

X — d 
pour a? = on a 

OA = dx + ly + p* — 2pd 

Ces deux équations donnent en rendant en', y' coordonnées 
courantes 2X^ — 3dx — p^ -\- 2pd = ly 

2y^ — dx — p' + 2pd = 3Xt/ 
et en éliminant X on a pour l'équation du lieu 

yi _ 3ar« -f- 4dx + p* — 2pd = o. (2) 

C'est une hyperbole ayant ses axes parallèles aux axes de 
coordonnées. 
L'équation (2) peut s'écrire 



y 



-3{x-^y+p^-2pd+j^=o. 



Transportons les axes de coordonnées parallèlement à 

2rf 

eux-mêmes au point y =i o, x = -— par les formules 

3 

2d 
y = Y;x--f. = X. 

1,'équalion (3) devient 

3X' — Y' = (d — p)« -(- -î^ = K' 

et l'équation réduite est 



K«\ K 



(^) 



a 
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L'hyperbole, lieu du point M est facile à construire. Elle a 

2 

son centre sur Ox, en un point E, tel que OE = -— OD. On 

3 

a aisément la longueur K, hypoténuse d'un triangle rectangle 

dont les côtés sont PD = d — p et ^- — = . Les 

3 3 

demi-axes de la conique ont alors pour longueur l'un 
Taxe transverse, dirigé suivant Oa?, > ^^ l'autre, l'axe 

imaginaire, K. Le demi-angle des asymptotes a pour tangente 

(p = 60«. 
On voit facilement que la branche de droite de l'hyperbole 
est la seule qui satisfasse réellement a la question. 

Nota. — La même question a été résolue par MM. Alexandre, d'Angers ; 
Hellot, Lelieuvre, à Rouen. 



QUESTION 32 

Solntion par M. Jaggi, élève de mathématiques spéciales au 

Lycée de Besançon. 



On considère des cercles G passant par le sommet d'une para- 
bole P et tangents à cette courbe en un point différent du sommet. 

1° Trouver l'équation générale des cercles G ; 

2» Trouver le lieu U des centres. 

Ce lieu est une parabole cubique ayant un point de rebrousse- 
ment dont les coordonnées sont (p,o); on demande de détermi- 
ner Vintersection de U et de P. (G. L.) 

Soit j/' — 2px = o l'équation de la parabole rapportée à son 
axe et à sa tangente au sommet. 

Soit C un cercle passant par et tangent & la parabole 
en M. Menons la tangente MT et joignons OÂ. 

Les deux droites MT et OÂ, sécantes communes à un cercle 
et à une conique sont également inclinées sur les axes. 
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Soit y — mx = o réguation de la lan^ente MT ; 

2m ° 



réquation de OA sera 



y + wia; = o. 




L'équation du cercle cherché sera alors de la forme 



y 



— 2pX'\-\ (y —mx ^j {y + mx) = o. 



Exprimons que cette équation représente un cercle, on a 

I + Y = — ^^* 

I 






I + m^ 



L'équation cherchée est donc 

(i + m^){y^ — 2px) — [y— mx ~f-)(î/ + wix) = o. 



2m 

2® Le centre est donné par lès équations 

f =. représentant Téquation précédente. Ces équations se 
réduisent à ^m^y + p = o 

4m^ {x — p) — 3 p = o. 
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Pour avoir le lieu du centre, éliminons m entre ces deux 
équations, on a 

(4P — ^)' + 27Py* = o- 
Cette courbe est une parabole cubique dont le point de 
rebroussement est a; = p, j/ = o. 

3® Intersection de U et de P. 
II s'agit de résoudre le système 

j/* — 2px = o, 
4 (p — xy + 27py* = o. 
Remplaçons y' par 2px dans la seconde, on a 
20?' — 6px^ = 2 ip*a? — 2p' = o, 
équation qui n'a qu'une racine positive. 

La courbé ne rencontre donc la parabole qu'en deux points 
réels, symétriques par rapport à Ox. 
Pour trouver cette racine écrivons l'équation précédente 

sous la forme 

cr' ^ œ' X 

2 — r — o — ;: 21 2 = o 

p' p* p 

et posons — = x ; 

il vient 2X^ — 6x^ — 2 ix' — 2 =0. 

La racine positive est 5,0985, racine approchée à 1/2 unité 
près du quatrième ordre décimal. 

Donc X = px =z 5,0985. p. 

Par suite les coordonnées des deux points d'intersection 

cherchés sont 

X = 5,0985 p et± p v/5,0985 X 2 = db 3,19 p. 

Note de la rédaction, — L'intersection de la parabole Pet du lieu U n'est 
pas déterminée avec précision dans cette solution, et dans celles que nous 
avons reçues et que nous signalons plus loin. 

L'équation qu'il faut résoudre est 

27p'a?= 2 (x — pY 
ou 54P* . 203 = 8 (oî — p)'. 

2 (x ~^ ï)) 

11 est naturel de poser — ^^ — = X pour ramener cette 

équation à la forme normale. On obtient ainsi l'équation 

X»— 54X— 108 = 0. 
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Cette équation admet la racine X' == — 6, et Ton a 
X8 — 54X — 108 = (X + 6) (X» — 6X ~ 18). 
La racine demandée est la racine positive de Féquation 

X«— 'ôX — 18 = 0, 

c'est-à-dire X''' = 3 + v/27. 



On a finalement 



5 + ^27 



Nota. — Ont résolu la même question : MM. Percerau, à Besançon 
Alexandre, à Angers. 



QUESTION 41 

Siolution par M. Kauffhann, élève au Lycée de Bordeaux. 



On considère une hyperbole équilatère et une des asymptotes D 
de cette courbe. Soient P e^ Q deux points fixes de l'hyperbole, R 

un point mobile 
sur cette hyper- 
bole, y® On de- 
mande le lieu 
des centres des 
cercles G cir- 
conscrits au 
triangle formé 
par les droites 
RP, RQ et D; 
2° ayant mené 
par R une per- 
pendiculaire à 
D, cette droite 
rencontre G en 
un point I, au- 
tre qu^eR. Trou- 
ver le lieu du 
point I. 

(G- L.) 
Soit xy = A* réquation de Thyperbole équilatère. Je vais 
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d'abord chercher le lieu du point I. Soit A le point où la 
droite RI coupe Tasymptote D. Je désigne par a Vy du point 
P et par p Vy du point Q. En vertu d'une propriété de l'hy- 
perbole AB= P, AC = a. 

Si donc je désigne par a? et t/ les coordonnées du point I, 

A* 
AI = a?, AR= et puisque AI . AR = AB . AC: 

y 

Équation d'une droite. 

Je vais chercher maintenant le lieu des centres. 

Soit j/i, ïy du point I. J'aurai 

AI=^, AR = i." . 

Le centre se trouve sur une perpendiculaire élevée au 
milieu de R[. Je désigne par x,y les coordonnées de ce point. 

J aurai 20? = — f?^ H 

k' ^ y,' 

De même OB = P + J/i puisque y^ est négatif. 

OA = a + 3/1 

J'aurai alors 2t/ = a + P + 2!/i. 

L'équation du lieu sera alors 

En transportant les axes au point x = o,y = — "X^^ l'é- 

2 

quation devient 2 A;* xy = A* -(- apj/'. 

Équation d'une hyperbole rapportée à son centre et ayant 

pour asymptotes les droites y = 0, apy — 2 A:* ce = o. 



QUESTION 42 

Sk^lution par M. Pornat, élève au Lycée de Toulouse. 



On considère deux droites rectangulaires Ox, Oy; sur Ox un 
'point fixe P; sur Oy un autre point fixe Q. Du point comme 
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centre avec un rayon supposé variable, on décrit un cercle (i, et 
des points V et Q on mène des tangentes au cercle G; ces tangen- 
tes se coupent en des points dont on demande le lieu géométrique. 

Prenons pour axes les deux droites données; soit a l'ab- 
scisse du point P, b l'ordonnée du point Q, r le rayon d'un 
cercle quelconque décrit du point comme centre. 




L'ensemble des tangentes menées du point P à ce cercle a 
pour équation a^y^ = r\{x — a)" + j/*]; 
celui du point Q, 

b^x^ = r«[x-« + (jy — 6)']. 
Éliminons r^ entre ces deux équations; l'équation du lieu 
se présente sous la forme 

a'^y' _ [x — ay + y» 
b^x^ ~ x^ + (2/ — 6)« * 

qui devient après simplifications 
b^x^ — a«j/* — (a^ — b^)xY — 2ab^x^ + 2a*fcj/* + a^b^x^ 

— a^bY=o. (1) 
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Si nous considérons en parliciilier le cercle décrit du point 
comme centre et tangent à la droite PQ, nous voyons que 
deux des tangentes menées des points P et Q se confondent 
suivant la droite PQ; cette droite fait donc partie du lieu et 
nous pouvons mettre le premier membre de son équation en 
facteur dans (1) qui devient alors 
(bx+ ay — ab)[{bx —ay){x^ + y^) — ab(x^ — j/*)] = o. (2) 

Le lieu se compose donc de la droite PQ et de la cubique 
{bx — ay){x^ + j/*) — ab{x^ — y') = o. 

Cette cubique présente un point double à l'origine et les 
tangentes en ce point sont les bissectrices des angles des 
axes. 

Elle passe par les points P et Q. 

Au point Q la tangente a pour coefficient angulaire — - 

Elle est parallèle à la diagonale du rectangle construit sur 
OP, OM qui aboutit en 0. 

Au point P la tangente est parallèle à la même droite. 

Enfin la seule direction asymptotique réelle est 

bx — (ly '-= o. 

A cette direction asymptotique correspond une asymptote 

dont Tordonnée à l'origine est ^ 

b(a» _ &2) 

a« + 6* ' 
et cette ordonnée sera négative si nous supposons a > b. 

Ces différentes remarques permettent de construire la 
courbe représentée par la figure. 

Le cas o\xa = b est remarquable. La cubique devient alors 
{x — y)[x^ + J/' — a{x + j/)] = o 
et se compose de la droite x = y et du cercle qui a pour 
centre le centre du carré que Ton peut construire sur OP, OQ 
et passe par les sommets de ce carré. 

Ce résultat pouvait se prévoir géométriquement. 

1® Considérons le point A intersection des deux tangentes 
QF et PE ; joignons AO. La droite AO est bissectrice de l'an- 
gle QAP du triangle QAP. Or il est facile de voir que ce 
triangle est isoscèle ; donc cette droite est perpendiculaire 
à QP et par conséquent c'est la bissectrice de l'angle QOP. 



n 
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Donc le lieu des points tels que A est la bissectrice de l'an- 
gle droit QOP. De même pour A'. 
2® Considérons le point B intersection des deux tangentes 

PE et QB. Le qua- 
drilatère ODBE 
est iuscriptible, 
caries angles D 
et E sont droits. 
D'autre part, les 
deuxanglesDOQ 
et POE sont 
égaux dans les 
deux triangles 
égaux ODQ et 
POE. Donc POE 
est complémen- 
taire de Tangle 
DOP* Donc l'an- 
gle DOE est droit 
et par conséquent l'angle DBE. Le lieu du point B est 
donc la circonférence décrite sur PQ comme diamètre. De 
même pour B'. 




ERRATUM 



La question 53, proposée dans le numéro de février doit 
être rétablie comme il suit : 

Soient a, 6, c, d, quatre coefficients consécutifs d'une 
équation algébrique réelle; si l'équation 

ox' + 3te* -f" ^^^ + d = o 
n'a pas ses trois racines réelles et distinctes, la question 
proposée a au moins deux racines imaginaires. 

Le Rédacteur-Gérant, 
E.VAZEILLE. 



IMPRIMERIE CENTRALE DES CHEMINS DE FER. — IMPRIMERIE CIIAIX. 
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QUELQUES THEOREMES 

SUR LES DROITES MENÉES PAR UN POINT DU PL4N D*UN TRIANGLE 

PARALLÈLEMENT A SES COTÉS 

Par M. Emile liemolne, ancien élève de l'École polytechnique. 



Étant donné un triangle ÂBG, trouver un point tel que si 
Von mène par ce point des parallèles aux trois côtés, limitées à 
ces côtéSy savoir Ac A^ parallèle à CB, 
etc, les parallélogrammes formés par 
deux de ces droites et par les deux 
côtés qui leur sont parallèles soient 
proportionnels aux m"** puissances 
du troisième côté. 

Équation du lieu de si m varie 
d'une façon continue. 

En prenant CB pour axe des x, 
GA pour axe des y, appelant x ei y 
les coordonnées du point el ^ 

exprimant lesconditions de renoncé, on a facilement 

bc^x + a{(f^ + a~)y = abe 
6(6"* + c"*)a; + ac~t/ = a6c 
d'où 




B 



«M 



(1) 

(2) 



im 



x =z a 



a"*cm 



lynçm _|_ dfnQtn _j_ Qfnl^m 



= a 



y = b ■ ^ ^ 



b'^c 



>m 



ftmgm ^ afn^m _j_ d^f)^ 



= 6 



»m 



I I 



flW» 


I 


I 
Qfn 


1 


qM 


I 
or 


+ 


I 


■ + 


I 

c"* 



(3) 



X [a x***** 
La remarque que l'on a — = ( — J permet de trouver 

facilement Téquation du liou; quand m varie elle est 
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lo - 

^^^^ ' =(ab—ay — bx)'^ (4) 



Cette remarque montre aussi que les distances du point 
aux trois côtés sont proportionnelles aux m + i"®" puis- 
sances de ces côtés 

Si donc on cherchait le lieu du point dont les distances aux 
trois côtés soient proportionnelles aux m^' puissances de ces 
côtés f on trouverait U équation (4). 

Si l'on appelle G' le point oh GO coupe AB» on trouve 

CB _J^ 
C'A ~ a~ • 

(Voir Comptes rendus du Congrès d'Alger de l'Association 
française, Brocard, p. ISO.) 

D'oh, si Ton cherchait 

Le lieu du point tel que si Von joint ce point aux trois 
sommets, les côtés opposés sont divisés par ces droites en seg- 
ments inversement proportionnels aux puissances m™** des côtés 
adjacents, on trouverait aussi Véquation (4). 

Pour m = — 2 les formules (3) donnent pour le centre 
des médianes antiparallèles. 

Pour m = — I les formules (3) donnent pourO le centre 
du cercle inscrit. 

Pour m = G les formules (3) donnent pour le centre de 
gravité. 

Pour m = I on voit facilement que Ton a 

BcGfc = BaAft = AcCa = — r— ; \ r-» 

ab -f- ac -}- cb 

c'est-à-dire que est le point tel que les différences entre un 
côté et la partie de la parallèle à ce côté comprise entre les 
deux autres menées par ce point soit la même pour les trois 
côtés. 

Ce point est celui que Ton obtient par le concours des 
droites qui joignent à un sommet le point symétrique par 
rapport au milieu du côté du pied de la bissectrice qui 
tombe sur ce côté. 

Pour m = 2 on trouve que Ton a 
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BcGt CAc AiBa abc 



bxc X a a X b fe*c* 4- a*e" + a"6* 
Cest-à-dire que les parties des côtés comprises entre deux 
parallèles sont proportionnelles aux produits des deux autres 
côtés, etc. 

En général, si Ton appelle avec M. de Longchamps pointe 
réciproques debx points tels, que si on les joint aux sommets 
d'un triangle ils coupent les côtés opposés en deux points 
symétriques par rapport au milieu de ce côté, on peut dire: 
A tout point du lieu défini par une valeur de m dans les 
équations (1) et (2) correspond pour la valeur de m égale et de 
signe contraire un point 0' défini par les équations 



X = a. 



y = b. 



a"» + b™ + <^"* 
a°* 



a*" + b" -f- G" 
et tel que et 0' sont réciproques. Le lieu de et le lieu de 0' 

se confondent. Donc le lieu de défini par (4) est aussi le lieu 

du point tel que si on le joint aux trois sommets, les côtés opposés 

sont divisés par ces droites en segments proportionnels <iux 

puissances des côtés adjacents. 

On trouve facilement 

-^ ^am+8 _|. ft2m+a _[. ^m ^m (^% + ftt _ ^i) 

__ o** [6**+^ + c^*^ + c^ 6** (c« + 6* — a*)] 

[6«* c"* -f- ^"* ^ + û^ M* 
Remarquons que Ton a 

BcCft X o^^ = Ca Ae X 6"^ =5 A* B.X c^* 






a** 6** (f* 

Le lieu du point O est donc encore le lieu du point tel 
que si pir ce point on mène des parallèles aux trois côtés y les 
portions des côtés comprises entre ces paraltèles sont proportion- 
nelles aux inverses de puissances de ces côtés. 

On trouverait le même lieu si avec Ténoncé précédent Ton 
disait: sont proportionnelles aux puissances de ces côtéSy au 
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lieu de : aux inverses des puissances. Nous avons établi cette 
dualité dans les énoncés en considérant les points récipro- 
ques et 0'; mais il était évident que, algébriquement, le 
lieu de correspondant aux puissances m serait le même lieu 
que celui qui correspondait aussi aux inverses de ces puis- 
sances, puisque nous. faisons varier m de — ; oo à + ^ ®^ 
que m passe toujours par deux valeurs égales de signe 
contraire, ce qui correspond à une puissance et à l'inverse 
de cette puissance. 

On ferait des remarques analogues sur le lieu des points 
tels que si Von mène par ces points des parallèles aux trois 
côtés d'un triangle, les parties de ces parallèles comprises entre 
deux des côtés soient proportionnelles aux 'puissances ou aux 
inverses des puissances du troisième. 

Voici encore deux théorèmes simples sur les segments 
déterminés sur les côtés d'un triangle par les trois parallèles 
aux trois côtés menés par un point du plan; ils sont presque 
évidents; mais je ne crois point qu'ils aient été énoncés, et 
comme leurs réciproques peuvent servir dans certains cas à 
prouver que trois droites concourent ou ne concourent pas 
en un même point, il me semble utile de les signaler. 

Considérons les neuf segments suivants : 

Deux segments interceptés sur les deux côtés entre le 
troisième côté et sa parallèle menée par 0, en tout six; un 
segment intercQpté sur chaque côté entre les parallèles aux 
deux autres, en tout trois. 

Théorème I. — Si Von numérote Y, ^, 3, ^,5, ^, en 
tournant dans le sens CBA les six segments de la première 
espèce, le produit des trois segments de rang pair égale le pro- 
duit des trois segments de rang impair et égale aum le produit 
des trois segments de la seconde espèce. 

Avec les notations déjà adoptées, ce théorème s'écrit ainsi : 
AGa X BAô X GBc = ABa X BCt X CA, 

=:^BcGô X AcCa XBaAô. 

Théorème II. — - Sur chaque côté il y a trois de ces neuf 
segments; on peut les ranger, quel que soit 0, de façon que les 
longueurs des trois segments soient — mais les segments n'étant 
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pas pris dans le même œ^dre sur chaque côté — proportionnelles 
aux longueurs des trois segments d'un quelconque des deux 
autres côtés. 

Avec les notations adoptées, CBc, BcCô, CôB, sont pro- 
portionnels à CaA^, AcG, ACa et à BaA, BAj, A^Ba. 

Ces deux théorèmes sont presque évidents en observant 
que les longueurs des segments considérés sont celles des 
côtés des trois triangles semblables OBcCô, OGaAc, OAûB». 

Le théorème I donne lieu aux remarques suivantes : 

1° Le3 trois segments impairs de première espèce sont 
égaux entre eux, pour le point 

abc 



X = 



6c + ac + a6 ' 



a6* , , ^ abc 

y = I.. , ^^ ■ ^3. et égaux a 



bc-}- ac-\- ab ^ bc -}- ac -{- ab * 

^ Les trois segments pairs de première espèce sont égaux 
entre eux et ont alors évidemment la même valeur commune 
que précédemment, pour le point 

. ^ bc '\- ac-{- ab' 

abc 

^ ~" 'bc + ac + o6 ' 
Si par le pied d'une bissectrice sur un côté on mène des paral- 
lèles aux deux autres côtés, ces parallèles coupent les côtés en 
deux points, en tout six points sur les trois côtés; si Von joint 
ces six points chacun au sommet opposé au côté sur lequel est 
le point, on a six droites dont trois passent en S et troi^ 
en S'. 

3° Les trois segments de seconde espèce sont égaux entre 
eux et ont alors évidemment la même valeur commune quo 
précédemment, pour le point 

à^c 

6c + ac + a6 ' 
_ 6«c 

6c + «c -f- û6 * 
Ce dernier point est le réciproque (voir plus haut) du 
centre du cercle inscrit. 
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4*^ Si le point est sur une droite passant par G, le maxi- 
mum du produit des trois segments aura lieu au point 
d'intersection avec la parallèle à AB menée par le centre de 
gravité. 

S^ Si le point est sur une droite parallèle à AB, le maxi- 
mum du produit des trois segments aura lieu au point d'in- 
tersection avec la droite joignant G au centre de gravité. 

6® Le produit des trois segments sera maximum lorsque 

sera au centre de gravité et aura pour valeur—. 

Pour terminer cette étude, nous énoncerons la propriété 
suivante : 

Dans un triangle, si Von joint le centre du cercle inscrit 
aux pieds des trois bissectrices extérieures, on a trois droites 
telles que si d*un de leurs points on abaisse des perpendiculaires 
sur les trois côtés, les longueurs de ces trois perpendiculaires 
forment une progression arithmétique. 



UN LIEU GÉOMÉTRIQUE 



Le problème que nous nous proposons n'est pas nouveau ; 
on en a déjà donné la solution par des considérations de 
simple géométrie; nous n'avons d'autre but que de montrer 
une fois de plus comment remploi raisonné des méthodes 
de la géométrie cartésienne peut conduire à des constructions 
géométriques assez élégantes, sans aucun tour de force, en 
ne se servant que des formules les plus connues. 

L'équation générale des coniques (axes rectangulaires) 
qui ont pour directrice une droite donnée oy est 

{X — ay + (y — p)« -\-Xx' = o ; 
si on assujettit ces courbes à toucher les deux droites 

px-^ qy — 1=0, et p'x + g'y — i = o, 
on trouve sans peine les deux conditions 

(X+A)B-G'=o) 
(X + A')B' — G'» = o i ^^' 

oh. l'on a posé A = p*(a' + p*) — 2pa + i 
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B = 9«(a« -f- P') — 29P + I 
G =p9(a* -f p«) — ça — j)p 
A'= p'»(a« + p«) — 2p'a 4- I 
B'= ç «(a* + p«) — 2g'p -I- I 

c'=pV(*' + P*) — ça — p'p 

Or on trouve, en effectuant les opérations, que 

A . B — G* = (pa + çp — i)« 
A' . B' ^ G'« = (p'a + g'p — i)» 
de sorte que Télimination de X entre les équations (1) nous 
donne, pour le lieu du foyer conjugué à la directrice donnée, 
l'équation 

m^' + P') - 2Çp + î] (p a + ç'p - i)« _ 
[?''(a* + P') — ^g? + i](poL + qp— iy = 
c'est le lieu que nous nous proposons d'étudier d'après son 
équation. 

Pour donner aux diverses lettre» une signification uni- 
forme, je veux dire^ pour que toutes les lettres indiquent des 
longueurs, je pose 

I 1,1,1 

et l'équation du lieu, en reprenant pour les coordonnées 
mobiles la notation habituelle, sera 

(U) a«(cc« + 1/« — 26t/ + 6*) {b'x + a y — aby — 
a%x* + y' — 26't/ + &'*) (bx + ay — ab)* = o 
que nous écrirons sommairement 

o*.G.T'« — a'«ff .T« = o; 
or, soit 
C = (y — ft)» + a?» = (y — 6 -f ir) (y — 6 — io?) = I . J 

et 

G' = (y — by 4- a?2 == (y — 6' + ix) {y — b'— ix) == I' . J' 
et l'équation du lieu devient 

aM.J.T'» — a'M. J'.T" = o 
ce qui nous montre immédiatement que le point de concours 
S des deux tangentes fixes est un point double du lieu ; 
mais les deux droites I, J se croisent sur la directrice 
donnée en son point de rencontre B avec la tangente T ; 
de même les droites I', J' se croisent sur la directrice donnée 
en son point de rencontre B' avec la tangente T'; d'oîi l'on con- 
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dut immédiatement que les points B et B' sont aussi des 
points doubles du lieu total. 

Mais les directions asymptotiques du lieu total sont four- 
nies par l'équation 

(a?» f y*) [a« (b'x + a'y)* — a'* {bx + at/)*] = o 

ou bien (x* + t/ ) -a? — -^— ^ H T = o 

ou bien 

/ . . .S^x-^-ay b'x + a'yif bx + ay , b'x + a y i 

ce sont donc : 1® les deux directions asymptotiques de tous 
les cercles du plan; i^ la directrice donnée; 3* la médiane 
SG du triangle BSB'; nous voyons donc que la directrice 
donnée a cinq points sur le lieu géométrique; donc elle en 
constitue une branche séparée, et, après avoir enlevé cette 
branche, il restera une courbe du troisième degré qui a pour 
points simples les points B et B', qui a encore pour point 
double le point S; et ses directions asymptotiques sont la 
médiane SG et les deux directions asymptotiques de toute 
circonférence. 

Voyons à déterminer une construction continue du lieu ; 
soit T = xr, il vient 

a«(a;« + J/" — 261/ + 6«) — X*a« (x* + y^ — 26 y + 6'*) = o 
ce qui donne Tintersection d'une droite menée à volonté par 
le point S avec une circonférence ; or on voit sans peine que 
cette circonférence passe au point L oîi la droite mobile 
coupe oy ; si donc on construit L' conjugué de L relative- 
ment au segment BB', la circonférence est décrite sur LU 
comme diamètre; on peut donc formuler comme il suit la 
construction géométrique du lieu total : 

Par le point S, menez une transversale à volonté SX qui 
coupe oy en un point L; et prenez V conjugué de L relati- 
vement au segment BB'; la circonférence décrite sur LL' 
comme diamètre coupera SX en deux points L et M; le lieu 
de ces deux points est le lieu total du quatrième ordre, qui 
se compose de la droite oy et d'une cubique que décrira le 
point M. 

Cette construction donne sans peine les tangentes au point 
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double S; car lorsque la circonférence mobile passera au 
points, SX devra être également inclinée sur SB etsurSB'; 
donc les tangentes au point double S sont deux droites 




— cT 



rectangulaires entre elles, et bissectrices des deux droites 
fixes SB, SB'; ce nouveau fait, joint à ceux qui sont déjà 
établis, permet d'affirmer que la cubique actuelle est une 
foccUe à nœud de Quételet. 

Remarque. — L'équation du lieu (U) peut s'écrire : 

a« . MB* . MF* . rF* = a'2 . MF* . MP* . ÏB* 

MB MP AB a' 



ou 



MB' MF • A'B 



r-Df 



a 



Cette relation conduit, en sens inverse, à la construction 

du lieu par l'intersection d'une droite et d'un cercle ; car 

MP 
se donner arbitrairement rr^rr, c'est se donner une droite 

MP 
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4. 
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MB 

SX, d'oti résulte le rapport rzr=^ qui détermine la circonfé- 
rence correspondante. 

Autre remarque. — On voit, par l'exemple qui précède, 
que rétude d'un lieu géométrique, même décomposable, se 
peut faire simplement sur le lieu total, plus simplement 
même que si Ton effectuait d'abord la décomposition; cela 
tient sans doute à ce que l'équation totale obtenue par des 
méthodes d'élimination correctes et générales, garde, dans 
sa forme première, comme l'image algébrique des propriétés 
et du mode de génération le plus éléganl de la courbe. 
' On rencontre d'ailleurs bien souvent des faits de même 
nature; c'est ainsi, par exemple, que pour construire les racines 
d'une équation du troisième degré, on trouve utile de l'élever 
au quatrième degré par l'introduction d'une racine conve- 
nablement choisie ; ce qui permet de construire les racines 
par l'intersection d'une parabole et d'une circonférence; c'est 
ainsi encore que la détermination des trois sommets du 
triangle polaire conjugué commun à deux coniques dépend 
de l'intersection de deux coniques que Ton fait passer cha- 
cune par un même quatrième point pris à volonté sur le 
plan. E. V. 



NOTE SUR LA FORMULE DE TAYLOR 

Par M. A. Parpalte. 



Les différentes formes du reste données généralement dans 
les cours sont des conséquences de la formule 

R = ^ ^ , /•« {X + 6&). 

Il est aisé défaire voir que celle-ci n'est qu'un ca.- tïè 
particulier d'une autre extrêmement générale. 
Posons 

f{x + h)-f(x)-hr(x -... -;~^ f*-'it'] 
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œet œ -{- h sonl deax yaleurs prises entre les limites a, b 
entre lesquelles f (x) et ses n premières dérivées sont con- 
tinues ; 9 {h) est une fonction continue de h ainsi que sa 
dérivée entre les limites oh h se trouve compris, ^ (h) est 
en outre assujettie à la condition (p (o) = o ; P est une cer- 
taine fonction de x et de A à déterminer pour que l'éga- 
lité (1) ait lieu. 

Remplaçons h par Xi — x dans (1) ; nous avons 
f (a?i) — f{cc) — (x't — x)f,{x) — . . . 

- ^"^'"^r /'""^c^) - ^^ (^i -x)=o. (2) 

Mettons partout, excepté dans P, % au lieu de x et faisons 
varieras, la fonction 

F (z) = f(x,)-. fiz) - {œ,-z) f{%) - . . . 

- ' I /^* (*) - P? («'• - *> (3) 

est nulle pour %z=.x ainsi que pour s = 0?^, dans l'intervalle 
elle est continue; il en est de même de sa dérivée; donc il 
existe au moins une valeur intermédiaire de jï, x^- ô {x^ — x) 
qui annule F' (js), étant un nombre compris entre o et i. 
Portons cette valeur de % dans la dérivée: 

F(^)=- ^ ;_;| r* (i») + Py^ (O!, - ^); 

on déduira 

(i — 6)"-* {x^ — x) *'-^ /^ [g? -}- e (a?t — x)] 

~ n— il ?, [(i — 6)(a?i — a?)] 

d'oîi en remplaçant x^ par a? + /i 

n — 1 1 <p [(i — ô) A] ' ^ * ' ^ ' 

C'est la formule que nous voulions établir. 
Il est à peine besoin de faire remarquer que si nous 

posons (p (ft) = ftp 

la formule (4) devient 

n — I ! p ' ^ ' ^ 
qui est la formule de M. Schlomilch. 

Si Ton pose 9 (A) = L(i +&) ou sin kA, etc., on déduira 
autant de formes du reste qu'on voudra. 
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CONCOURS D'AGREGATION 1881 

ilkilittioli par M. Leyayassbur, élève au Lycée Gharlemagne. 



On donne un ellipsoïde. On considère des droites D telles que 
si par chacune d'elles on mène des plans tangents à rellipso'ide, 
les normales aux points de contact^ M et M', soient dans un même 
plan. 4^ Démontrer que la droite D et la droite des contacts 
MM' sont rectangulaires. 2® Trouver le lieu des droites D qui 
passent par un point donné A. 8^ Ce lieu est un cône du second 
degré. Trouver le lieu des positions du point A pour lesquelles 
ce cône est de révolution. 4® Trouver l'enveloppe G des droites 
D qui sont contenues dans un plan donné P, et trouver la sur- 
face S engendrée par G quand P se déplace parallèlement à un 
plan donné Q. 5^ Trouver pour quelle direction de Q la surface 
S est de révolution, 

1® Géométriquement, cette propriété est évidente : consi- 
dérons en effet le plan des deux normales ; il est perpendi- 
culaire à chacun des plans tangents, donc perpendiculaire 
à leur intersection, c'est-à-dire à la droite D. La droite MM' 
qui est dans le plan des deux normales est donc bien per- 
pendiculaire à la droite D. 

On peut le démontrer analytiquement de la manière sui- 
vante : soient x\ y\ % les coordonnées du point M; x\ y'\ ^' 
celles du point M\ La normale au point M à Tellipsoïde a 

. .. g» (a? ~ x') b^(y — y^) c^{z — z) 

pour équations — ^ — • = — ^^— ; — ^-^ = — i — ; — ^ ; 

x y z 

ou bien a^zx = c^x'z + (a* — c*) z'x; 

bH'y = c^y'z -f (6* — c») yz. 

Un plan passant par cette normale aura pour équation 

a^zx — c^xz — (a* — c') z x 
+ X \b''zy — c'^yz — (6« — c«) t/'z'] = o. (A) 
Les équations de la normale au point M' sont 

c'^x'' , (a« — c«) x" c^y' , (i» — c*) ,. 
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Pour qu'un plan A(»-|-Bt/ + Cj5-f-I^=o passe par la 
droite x = az -\- p, y = bz -{- q, il faut que l'on ait Aa 
-f- B6 + C = G et Ajp -J- Bq -{-B =o, c'est-à-dire que pour 
que le plan (A) passe par la normale au point M', on doit 

avoir x^z t^ + ib^z' -^ — c» te' + W) = o 

a*z b^z^ ^ i y/ 



J5 O? !— . ZX 



yz — \j% ^ ' 

et a*j5 ~ — ' \- Xb^z ,, ^ ^ 

— z z[(a* — c») x4- X (6« — c^) y] = o 
ou (a« — c«) (x" — x') + X {6« — c«) (j/' — y ) = o (2) 

En éliminant X entre les relations (1) et (2), on trouve la 
condition que doivent remplir les coordonnées des points 
M et M' pour que les normales en ces points à l'ellipsoïde 
se rencontrent, savoir : 

(a« - c«) {x' - x") {y"z - y'z') 
+ (b' - c») (y - y') (zx - zx') = o. (B) 
Les équations de la droite D sont 

lœx , yy' , zz 



ou, sous forme réduite 

-J-Oc t/' - x^'y) + -^ {y"z - zY) = j/' - y\ 

et ^ (xY - xy^ + -J (zx'' - z"x') = x" ~ x. (H) 

Les conditions de perpendicularité de cette droite avec le 
plan (A) exigent d'abord que l'on ait 



5^ ^ — il ^'^' ~ ^"^ 



o» a* yz" — y'z 



Ainsi nous retrouvons pour X la même valeur qu'en expri- 
mant que le plan (A) passe par la normale en M' à Tellip- 
soïde. La deuxième condition est satisfaite d'elle-même, 

car x'{yz' — y'z) + Î/X^'^" •— ^'^') + ^'{^'y' — ^"j/') 
est identiquement nul. 
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!2^ Soient Xo, t/o» idoles coordonnées du point fixe A, Les 
équations des droites D sont alors 

ii^ {xy - x-y-) + ^^ {fz - z"y-) = o ; 

1^ {xy - x'y") + l=i2- {zx'- z''x-) = o 

ou bien 



y z — z y X y . — xy _^ z^x — zx 



X —xq z—zq y~y^, 

o« c« 6« 

On a d'ailleurs d'après les équations (H) dé la droite D 



— a« yoZ — yzo 

Donc, en tenant compte de la condition (B), le lieu de la 
droite D est le cône du second degré 
(a« —c%x — Xo){yzo — zy^ + (6* — c%y — yo){zXo — xz^ == o. 

On peut écrire l'équation de ce cône comme il suit : 

(â« — h^)zo{x—xo){y — yo) + {h^ — c')xo{y — yo){z — Zo) 
+ (c* — a^)yo{z — Zo){x — Xo) = o. 

Il en résulte que le lieu est le cône qui passe par les 
six normales menées du point A à l'ellipsoïde. C'est donc 
un cône trirectangle passant par l'origine. 

3<* Pour que ce cône soit de révolution, comme les coef- 
ficients des termes en as*, en t/* et en 2* sont nuls, la con- 



B B' B' 

3 . , B'B" B"B BB' 

devient — - = -^ = -^ 

ou B« = B» = B^*. 

On doit donc avoir 

(6« — c^Yx\ = (c* —a^)Yo = (a* — b^yz%, 
ce qui donne, si l'on considère Xq, yo, !So comme des coor- 
données courantes, quatre droites issues de l'origine. 

4^ Soient Aa; + ^î/ + ^^ + 1^ = o l'équation d'un plan quel- 
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conque P, et Xoy ]/«, %o les coordonnées d'un point de ce plan. 
On a AXo -f- ^Vo + Czo -j- D = o. Les droites D du plan P 
qui passent par un point donné ccot Va »o de ce plan, sont à 
l'intersection du plan P avec le cône des six normales issues 
du point considéré à Tellipsoïde. L'équation du cône est 
(a* — c*) {x — ûCo) {y%o — iït/o) + (6' - c«) (t/ — y^) (;jXo — xzo) 
= o. D'ailleurs 

Aœ + By + D ^ Arco + Byo 4- D 
z =• et «0 = p . 

Par conséquent l'équation de la projection du système 
des deux droites D considérées sur le plan des ocy sera 
(a« — c«) {X — Xo) [yo(Axc + By + D) — y (A^Co + By^ + D)] 
+ (6» — c«) (y — yo) [x(Ad?o + Byo + D) — a?, (Aa; +By + D)] 
= o 

ou (a* — c*) (a? — ûJo) [Ax (yo — y) + Ay (a; — Xo) -f- D (yo — y)] 
+ (6' — c«) [Bx (yo — y) + By (x — a?o) + D (a? — a;o)] = o 
ou enfin 

(a* — c*) Ay {x — XoY + (c* — 6') Bx (y — yo)* — [(a* — c«) 
Aa? + (c* — ft») By — (6« — o«)D] (a? — a^o) (y — yo) =.o. 

Prenons les dérivées partielles de ces équations par rap- 
port aux binômes y — yo^ oc — Xoi 

2 (a* — c*) Ay (a? — x^ 

=[(a* - c«) Aa? + (c» - 6«) By- (6« - a») D] (y - yo) ; 

2 (c« — 6«) Bx (y - yo) 

= [(o* — c«) Aa? + (c» — ¥) By — (ô* — a") D] (a; — a?o). 

Multiplions membre à membre et nous aurons pour les 
équations de l'enveloppe 
4 (a« — c») (c« — 6») AB xy = [a* — c») Ax + (c« — 6>) By 
_ 6« _ a») D]^ avec Ax -j- By + Gjj -f D = o. 

L'enveloppe est donc une parabole. L'équation générale 
d'un plan parallèle au point Q étant Aa; + By -f G;ï + ^ = o» 
pour avoir l'équation de la surface engendrée par la para- 
bole enveloppe des droites D lorsque P se déplace parallè- 
lement au plan Q, il suffira d'éliminer le paramètre variable 
D entre l'équation de la parabole et du plan P. Cette surface 
a donc pour équation 

4 (a* — c») (c« — 6») AB xy 
=[(a« _ c«) kx + (c« — 6«) By+ (6«-.a«) (Aa? + By -j- G»)]» 
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OU 4 (a« — c«) (c« — b*) AB xy 

= [(6» — c«) Aa; + (c« — a«) By+ (6» — a») Gz]*. 

Cette équation représente un cône du second degré ayant 
pour sommet Torigine et tangent aux plans de coordonnées, 
tout le long des droites 

(c* •— a*) By + (6* — a*) Gz = o, pour l'un ; 

(6* — c') Aa; + (6* — o*) C;j = o, pour l'autre; 

(6* — c*) Aa; + (c* — o*) By = o, pour le troisième. 

S® Enfin les conditions qui doivent exister entre A, B, C 
pour que le cône soit de révolution sont 

(6« — c*)> A» = (c» — a») B> = (6« — o«)* G«. 

Remarques. — I. Considérons toutes les droites D qui 
passent par un point fixe A, et parmi ces droites, situées 
sur le cône des six normales issues de A, considérons-en 
une extérieure à l'ellipsoïde. Soit 8 sa trace sur le plan 
polaire du point A par rapport à l'ellipsoïde. Si je joins 8 
aux points M et M', les deux droites 8M et SM' seront tan- 
gentes à la section faite dans l'ellipsoïde par le plan polaire 
de A. Donc la droite MM' ou A est la polaire du point 8 
par rapport à l'ellipse e. Il en résulte que tous les plans 
passant par D auront leur pôle sur A et que tous les plans 
passant par A auront leur pôle sur D {*). 

Considérons maintenant une droite (D) passant par le 
point A, et coupant l'ellipsoïde. La droite A est toujours la 
polaire de 8. Elle est alors extérieure à l'ellipsoïde. Puisque 
tout plan passant par A a son pôle sur D, les plans tangents 
à Tellipsoïde menés par A auront pour points de contact 
les points N et N' où la droite D coupe l'ellipsoïde, de sorte 
que les rôles sont renversés, que la .droite D joue le rôle 
de A et inversement; d'où les conclusions suivantes : 

19 Lorsque les droites D sont assujetties à passer par un 
point fixe A, et à rester, comme nous l'avons montré, sur 
le cône des six normales correspondant à ce point, les droites 
A sont assujetties à rester dans un plan fixe, le plan polaire 
de A, et leur enveloppe dans ce plan est une parabole. 

2® Lorsque les droites D sont assujetties à rester dans un 

(*) Le lecteur est prié de foire la figure. 
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plan fixe P tangentiellement à la parabole que nous avons 
déterminée, les droites A sont toutes sur le cône des six 
normales qui a pour sommet le pôle du plan P par rapport 
à l'ellipsoïde. 

II. Si l'ellipsoïde donné était de révolution, si l'on avait 
a = 6, ou 6 = c, ou c = a, le lieu des droites D passant par 
un point donné serait un système de deux plans. 

Si Ton supposait à la fois a = b = c, la condition (B) est 
rem[ lie quelle que soit la droite D prise dans l'espace. 
Dans une sphère, en effet, toutes les normales à la surface 
se rencontrent au même point, le centre. 

Dans un ellipsoïde de révolution, toutes les normales 
rencontrent Taxe. Deux normales ne peuvent se rencontrer 
qu'en un point de l'axe ; les droites A et les droites D sont 
donc assujetties à être dans des plans perpendiculaires à 
Taxe, ce qui démontre que les droites D passant par un 
point fixe sont toutes dans le plan perpendiculaire à l'axe 
et passant par ce point. 

Nota. — Nous avons reçu également une solution de ce même problème 
par M. Cadot, élève au Lycée Saint-Louis. 



QUESTION ,2 

Solution par M. Kœhlbr. 



Deux paraboles variables sont assujetties : 1^ à avoir leurs 
axes parallèles et à une distance donnée Vun de Vautre ; 2® à 
se couper orthogonalement en deux points. 

Trouver Vaire minima comprise entre les deux courbes. 

Soit t/* = 2px l'une des paraboles ; b étant la distance des 
deux axes, l'autre aura pour équation (y — by = 2q{x — a). 
Les ordounées des points communs sont données par 

J/"(P — 9) — 2% + P{*' + 29*) = o. (1) 

Les coefficients angulaires des tangentes en un des points 

d'intersection sont -^ et — ^— j- ; pour que les paraboles 
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soient orthogonales, on doit avoir la relation 

y* — &J/ + M = o. (2) 

La comparaison des équations (1) et (i) qai doivent avoir 

les mêmes racines donne 

g = — p, a =r ! — ^ . 

2p 

L'équation de la seconde parabole devient alors 

y* — 2by -}- 2px — 2p* = G ; 

p doil être considéré comme un paramètre variable, et nous 

alloDS le déterminer de telle sorte que Taire con^prise entre 

les deux courbes soit minima. 

L'équation de la corde commune est 

by — 2px -f- p* = o. 

Sa longueur se calcule facilement et a pour expression 

t/ ■ ■ ' • 

Les pôles de la corde sont 

p b 

aj = — i--, Pi = — , par rapport à la première parabole, 

a, =: ■ — i— , Pj = — , par rapport à la deuxième. 

Chacun de ces pôles est distant de la corde commune 
d'une longueur h = — - y/6* -[- 4p". On en conclut que 
Taire du quadrilatère formé par les quatre tangentes est 

4(p* -f- 0*) ^ g|. l'aire comprise entre les deux paraboles est 
4P 

s= Tp (4P' + '^•)^- 

6 
Cette expression est minimum quand on prend p = 



et la valeur de S est alors 



2v/: 
5V3 
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QUESTION 16 bis. 

fllolntioB par M. ToQUÉi élève dtt Lycée Chariemigne. 



Équation du cône ayant pour sommet le centre d'une surface 
de deuxième ordre et admettant pour génératrices les trois axes 
de coordonnées rectangulaires et les trois accès de la surface. 

Gomme le côno contient les trois axes de coordonnées, 
son équation est de la forme 

by% + Vzx + b'œy = o, [i] 

S ' t-^ = -^ = — — = -L.= — ^ — y 

«1 "~ Pi ~ Yi * *« Pi ~ Tt ' «• ~ P» 

= les trois axes de la surface ; pour exprimer qu'ils sont 

T» 
sur le cône, il suffil d'exprimer qu'il y en a deux sur le cône, 

ce qui donne ftp^Yi + *'t'i* i + *'*iPt = ^ [*] 

ftpiYi + «^ YA + i^'^âPi = o [8] 

Soit AxD* + À.y + A'«« + 2By» -f 2V1SX + aBU-y = i 

l'équation de la surface. 



B ' B' '" . F ' 

on sait qu'on a 



B (X — S») B' (V ~ S,) B' (X' — SJ 

en désignant par S^ la racine de l'équation en S correspon- 
dant à oiPtYi. 

Remplasant dans (2) «i, Pi,Yi par ces quantités proportion- 
nelles, on a g— ;__--— . 4. -____—__. 

■•" BB'(X — SO(X' — s») ~ ' 
ou Bé(X — S,) + B'6'(V — S,) + B'ft"(X'' — S,) = 0. [4] 
On a de même 

B6(X — S.) + F6'(V - S.) + B'é'(X' — S.) aa 0. [8] 
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Par soustraction, on déduit (Si — S,)(B6 + Bb' + B'6') = o. 
D'ailleurs S^ J Sj, sans quoi la surface proposée serait de 
révolution, ce qu'on ne suppose pas. 

On a donc B6 + B'6' + B'6' = o, [6] 

(4) devient BX6 + BT6' + B''X'6' = o. [7] 

On en déduit 

6 _ 6' _ 6' 

B'B'(X' — >/)~ B'B(X' — /) ~ BB(X — y) ' 
Finalement l'équation demandée est donc 

B'B'ÇX' — XQ B'B(X'— X) BB'(X — X*) _ 

X y s 



QUESTION 16 bis. 

ffolatlon par M. ToQué, élève du Lycée Charlemagne. 



Ayant posé. 



«1 K Ct 

On Jjji Ca 

a.b. c. 



a,x + b,y + c^z = P, j b^x + b,y + bjZ = Q, 8= 

a^x + bay + c,z = P, ( c^x + c,y + c,z = Q, 

supposant que 3 ^ o, démontrei* que les deux ellipsoides 

p « 1 p « I, p « — I ) 

Il s'agit de démontrer que les axes de ces deux ellipsoïdes 

sont deux à deux égaux. Or, on sait que a,b,c étant les axes 

du premier, Sj, S,, Sg les racines de Téquation en Sj, on a 

a* b* c' 

= = — = I. De même, o', b\ c' étant les axes du 

III 

Si S, Sj 

deuxième, S'i,S',,S'3 les racines de l'cquation enS corrrespon- 

^ , a'« 6'» c'» 

dante, on a = = = i . 

î I I 

"sT "sT s7 

Si nous pouvons démontrer que les deux équations en S 
ont les mômes racines, il en résultera bien que les axés sont 
égaux. D'ailleurs, le coefficient de S' étant i pour les deux, 
ils'agitdemontrer que les coefficients sont deux àdeux égaux. 
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Les équations des deux ellipsoïdes sont 
oo'ial + ai+al) + ^.(fef + j^ + fr|) + ^.(c| + ^ + (^) 
+ 2yz{b^c^ + 6,c, + 6,c,) + 2zx{c^a^ + c^a^ + c^a^) 
+ 2xy{a^b^ + a,6, + 0363) = i . [1] 

oo^^al + 6f + cî) + t/'(ai + 61 + ci) + 3>(aH- 61 + (^ 
+ 2yz{a^a^ + 6,63 + c,c,) + 2aa;(a,ai + 6,61 + c^c^) 
+ 2xy{a^a^ + &i^ + Ci^,) = i . [2] 

Pour abréger, écrivons ces équations sous la forme 
Aac» + A'j/« -f- A"^» + 2Byz + aB'isx + 2B''xy = 1. [1] 
aa* + o'j/» + a^'î» + 26J/JÏ + 26';5X + 2b'xy = i. [2] 
Les équations en S correspondantes sont 
S» — (A + A'+A')S* + (A'A"+A''A + AA — B« — B'* — B'«) 

— A = G. 

S«— (a + a + a") S« + {aV + 0*^0 -f- aa — 6« — 6'« — 6'«) 

— A' = 0. 

On a d'abord A + A' + A'' = a + o' + a\ 

A'A" + A'A + AA— B* — B'« — B'« = (6f + 6| + ftf) 
((^i + 4 + <^ù + i<^i + 4+ cl) {al+ al+ al) 

+ {a\ +al+ àl){lA+^z+ ^3) - (6iCi + à,c, + 6,c,)« 
— (citti + c,aj + 0,03)* — (0.161 + «463 + 0363)» 
Appliquant l'identité de Lagrange, on a 

A' A' + A^A + AA' — B* — B'« — B'« 
=(6ic,— cA)« + (6iC,— Ci6,)»+6,C3—c,63)M 
+ (Cia,— aiC,)«+(c,a3— ajCj^'+Cgai— flîCi)» i ==S(a|6,— 6ia,)« 

+ (ai6,— a,6i)*+(a,63— a86,)*-f-(fl3&i— 01*3)' ) 

En calculant a a" + a" a -^ aa ^ b^ —b^ — b"^ = o, on 
trouve la même valeur 2 (ai6ji — 61a,)'. 

Enfin calculons le terme tout connu, 

«1 + «2 + ^l «161 + 0^+0363, 
«161+0,62+0363, bl + 6i + 6^, 

61C1+62CJ+63C3, 

0102+ 616,+ CiCa, 

oi + 61 + cl 
0,03+6,6 j+C,C,, 
A et A' ne sont autre chose que le carré du déterminant 5 : 
donc ils sont égaux. Par suite, les équations en S sont iden- 



A = 



A'== 



CiOi + C,0,+^03, 

oî + 6? + cl 
OiO,+ 6i6,+Cir„ 

0801 + ^1+^3^1, 



Ciai+c,o,+C3a, 
6iCi+6,c,+6,C3 

^ + ^ + ^ 

«sOl+^^l+CsCj 

o«o,+ 6j6, +c,c, 
ol + bl +4 
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tiques ; pour les deux surfaces on a 

S» — (Sat») S» + S (a^b, — b^thY S — 8» = o. 

Nota. — Les mêmes questions ont été résolues par BW. Griffon, à Mont- 
pellier ; Thérel, à Versailles. 



sss 



QUESTION 355 

fiolutton par M Quiqott, élève au Lycée de Lille. 



Trouver la relation qui doit exister entre les coefficients de 

réquation 

X* + Px» + Qx* + Rx» + Sx* + Tx + U = G (1) 
pour que la somme de trois des racines soit égale à la somme 
des trois autres. 

Formons les deux équations du troisième degré qui ad- 
mettent, pour racines, la première trois racines de (1), la 
seconde les trois autres, et écrivons-les sous la forme : 

^ j^lx* ^ mx -j- n = o 

x» + Xflc» + (^ + ^ = o- 
On a donc identiquement : 

x« + Vx^ + QiK* + ^^ H- Sx» -f Tx + U 
_ (p^ J\^ te» +m;x + n)(x« -f Xx» + î^ + >») 

d'oli les relations 

P=/ +X 

Q = A + w + (A 

R = /|x 4- wX • j- n 4- V 
S = iv -h fiX + wjA 
T = mv -|- n\t. 
U = nv. 
Pour que la somme de trois des racines de (1) soit égale 
à la somme des trois autres, il faut et il suffit que l'on puisse 
déterminer l et T., de telle manière que Ton ait / = X. 

La condition nécessaire et suffisante cherchée s'obtiendra 
donc en éliminant Z,tn,n,X,[i.,v, entre cette dernière rela- 
tion et les six précédentes. 
Posons : t = X = L 
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d'où P = 2L 

Q = L" + w -f- [A 

R = L(w + |i.) -j- ** + ^ 

S = L(n + v) + m(i. 

T = mv + n^L 

U = nv 
et, eu introduisant des fonctions connues des paramètres 
de (1), M, N, V, on tire de là : 

2 

m+[A=Q— L« =M 
n + v=R — LM=:N 
mjA = S — LN = V. 
Remarquant d'ailleurs l'identité : 
(mv + n[jL)[(m + fji)(n + v) — (mv + n[x)] = nv(m + [x)» 

-f- W(jt(n 4- v)* — 4mn|jLv 
l'élimination se fait immédiatement et donne pour le résultat 
demandé T(MN — T) = UM« + VN« — 4UV. 

On peut remarquer que les quantités Z, m, n, X, {a, v, s'ob- 
tieanent par des équations du premier et du second degré, 
en fonction des coefficients de (1). Cette remarque peut 
servir à abaisser le degré d'une équation telle que (1), lors- 
que la condition ci-dessus est satisfaite. 

NOTE SUR LA. QUESTION 42 



Le problème résolu à la page 69 du numéro de mars 1883, 
question 42, doit, sans peine, être généralisé de la manière 

suivante : 

D'un point fixe comme centre, décrivez une circonférence 
de rayon arbitraire, et menez-lui des tangentes par un point 
fixe A et par un point fixe B; ces deux couples de tangentes 
se coupent en quatre points M; le lieu de ces points M, 
quand varie le rayon de la circonférence, est une courbe 
bien connue qui se nomme la Focale à nœud de Quételet; 
M. Chasles en parle dans un de ses mémoires bien connus; 
c'est aussi le lieu des points de contact des tangentes menées 
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d'un point fixe à une série de coniques homofocales, et c'est 
aussi la podaire d*un point fixe relativement aune parabole. 
Cette remarque nous semble utile pour nos lecteurs qui 
peuvent s'exercer sur le problème ainsi posé, et y trouver 
l'occasion de développer leur sagacité algébrique ou géo- 
métrique. E. V. 



QUESTIONS PROPOSEES 



66- — Trouver le lieu des centres des cercles passant par 
le point de rebroussement d'une cardioïde, et tangente à la 
courbe en un autre point. Par le second point d'intersection 
de deux des cercles précédents, on mène une droite quelcon- 
que qui rencontre les deux cercles ea A et A'. Démontrer 
que les tangentes aux cercles en A et A' se coupent sur la 
cardioïde. (J. Kœhler,) ' 

57. — Trouver le lieu des points de rebroussement des 
courbes du troisième ordre qui ont pour asymptotes trois 
droites données, et l'enveloppe des tangentes de rebrousse- 
ment. (J. Kœhler,) 

58. — On donne la courbe dont l'équation est 

y* — 05* + 2(ÏCC*y = G. 

1® On propose d'abord de construire cette courbe C; 2® soit 
M un point quelconque de G; on joint OM, et on trace une 
droite A symétrique de CM par rapport à la bissectrice de 
l'angle des axes ; cette droite A rencontre la perpendiculaire 
élevée au point M à la droite OM en un point I. Démontrer 
que le lieu géométrique de ce point I est une hyperbole 
équilaière; 3® sur 01, on prend 01' = MI. Démontrer que le 
lieu du point Y est un cercle. (G, L.) 



Le Rédacteur-Gérant, 
E.VAZËILLE. 
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DÉMONSTRATION DU THÉORÈME DE D'ALEMBERT 

d'après m. walegki 

Par M. Cr. de liOnychamp*. 



1. — M.Walecki a communiqué à TAcadémie des sciences, 
dans la séance du 19 mars dernier, une démonstralion du 
théorème de d'Alembert. Cette démonstration nous paraît à 
l'abri de toute objection et nous nous proposons de la déve- 
lopper dans cette note. Cette rédaction est faite d'après le 
résumé très écourté qui a été publié dans les comptes rendus; 
la démonstration détaillée sera donnée sans doute, ultérieu- 
rement, par Tauteur. Il est possible qu'elle s'écarte un peu 
de celle que nous allons exposer; mais nous pensons être 
agréable à nos lecteurs en publiant dès aujourd'hui une 
démonstration qui touche à un point si important de la théorie 
des équations et qui, jusqu'ici, n'avait été élucidé, du moins 
clémentairement, que par des raisonnements qui laissaient 
prise aux objections. 

2. — Principe. — Pour démontrer qu'une équation du 
degré p, à coefficie^its imaginaires, admet une racine a -}- f i, il 
suffit de reconnaître quune équ4ition du degré 2p, à coefficients 
réels^ admet une racine de cette forme. 

Soit f(x) = o l'équation proposée. Par un groupement 
convenable on peut toujours l'éc^^re soijls la forme 

U + Vz = o, (1) 

U et V désignant deux polynômes entiers à coefficients réels, 
dont l'un au moins est du degré p. 
Considérons maintenant l'équation 

U»4-V« = o, (2) 

laquelle est du degré 2p et à coefficients réels. 
On a, identiquement, 

U« -f- V« = (U 4- Yi) (U — Yi). 
Si a + ^i est une racine de l'équation (2), do deux choses 
l'une : ou a + pe, substitué à x, rend nul le premier facteur 
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98 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

U + Vf, et alors la proposition est établie ; ou, au contraire, 
a -j- P^ est racine de l'équation D — V^ = o. Dans ce cas, 
a — pt est racine de l'équation (i). Ainsi, dans tous le» cas, 
U + Vt = o admet une racine, si l'équation U* -f V* = ^i 
en admet une. 

3. — Leznme. — Lorsque dans une équation f(x) = o, du 
degré 2p, on remplace x par y + z, si Von pose identiquement, 

f(y + z) = f,(z«) + zf.(z«), 
le résultant des deux formes fi(^") et fj{z*) est du degré 
p(2p - i), en y. 

Soit m = 2p, le degré de l'équation proposée ; on a 



3' 



ft n •% 



et uz») = f(y) + -^ r"(y^ + . . . + (^ _ a)! /"""'(y); 

on remarque que les équations /^(js*) = o et /i(j5') = o sont, 
par rapport à la lettre jz*, de degrés respectifs p et (p — i). 
Le résultant R (y), est, par une formule connue, 

ny) ny) 



R(î/)^ 



A!/) 



2! 



• • • 



r(y) 
2! 



m! 



• • « 



o 

£%) 

mi 



• • • 



1 • • 



o . . . f{y) 

f(y) * • 



2! 

(m—i)! 



• • é • • 



O . 



• • • 



m! 
o 



o /•(«/) 



m — I 



o . . o 



f'iy) 



f^\y) 



(«t — i)! 

« 

Les éléments de ce déterminant sont des polynômes entiers 
en j/, et le terme du degré le plus élevé de R(j/) s'obtiendra 
en prenant, dans chacun d'eux, le terme qui est du plus haut 
degré. 
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PO8OUS 



y ^mH . • • • yjm o . . . u 

o t/" Oit/"^^ .... C™ o . . . o 



e(y) = 



o i/"* cî.îr-^ 



o Gt,î/«-' 



cir'i/ 



. . . é \Jm 

o . . . o 

CS-«Î/ . . . o 



O GJlr"' V • o GZ-'y 

Je dis que ô(j/) ne renferme qu*uu terme en y et que ce 
terme est du degré p{2p — i). 
Considérons en effet les deux équations 

(,; -f ^)m J(y - ty- =:Gly^'+Gly^l*+. . . + Cr*t/^*^'=0 

Si on élimine ^ le résultant de ces deux équations est pré- 
cisément Ô(j/). Ces équations étant d'ailleurs homogènes en y 
et ty ô(j/) est, certainement, une expression ne renfermant 
qu*un terme en y. B'autre part, le terme diagonal de 0(î/) est 

(y'^T'iGt-'yy, 

ou mPy^P^^^^Py 

ou encore ^pj/pi^p-»'. 

Ainsi 0(2/) est du degré p{2p — i), et l'on peut poser 

6(î/) = KyP^^P-^K 

11 reste maintenant à vérifier que H est un nombre diffé- 
rent de zéro» 

On a, en effet ô(i) == H 

et si Ton avait H = 0, les deux équations 

2 



= o^ 






2t 






auraient un diviseur Commun qui appartiendrait à {i' 4* 0"' 
et [t' — i)"», ce qui est impossible. 

4. _ Théorème de d'Alemberti -^ Toute équation 
nigébriqme a wne racine. 



« <« K 
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Nous distinguons, dans la démonstration qui suit, deux cas 
suivant que le degré de l'équation proposée est pair ou 
impair. 

Premier cas. — Le degré \l de Véquation proposée 
F (x) =0 est un nombre impair. 

Si les coefficients de F(x) sont réels, le théorème qui nous 
occupe est évident. Supposons donc qu'ils soient imaginaires 
et soit F(cc) = U + Vî. 

Posons f{x) = U^ + V^ 

En conservant la notation du paragraphe précédent on a 

f{x) = f,iz^)+zUz^). 

Les polynômes /i(jz') et fjz^) ne peuvent pas être, en même 
temps, identiquement nuls. Si Tun d'eux est identiquement 
nul, ce sera /af^*)» puisque le premier terme de f^{z^) est 
AqZ'^; Aox^i^ désignant le premier terme de f{x). 

Supposons d'abord que fi{z^) soit identiquement nul. 
L'équation /i(z*) = o est du degré (x en X, après avoir posé 
z^ = X. Gomme (x est impair, l'équation /\(X) = o admet au 
moins une racine ; le polynôme /'i(X) est divisible par un fac- 
teur du premier degré en X ; par suite, f{x) admet un divi- 
seur du second degré en x. 

Admettons maintenant que /^^(z*) ne soit pas identiquement 
nul. L'équation R(t/) = o est, comme nous l'avons remarqué 
plus haut, du degré p(2p — i) ; ce nombre est impair et l'on 
peut dire que cette équation a une racine. Les polynômes 
/*! et f^ ont donc un diviseur commun et f(x) est certainement 
décomposable en un produit de deux facteurs U^, V^. 

Si l'un de ces facteurs est de degré impair, il admet un 
diviseur réel du premier degré ; par suite f(x) a une racine 
réelle i 

Si, au contraire U^ et V^ sont, l'un et l'autre, de degrés pairs : 
soient 2q et 2q leurs degrés, je dis que l'un dos nombres, q 
ou q, est impair. 

On a en effet 2p = 2g 4- 2q 

ou p = qj-q' 

et comme p est impair, q et q' sont des nombres de parités 
différentes. L'un d'eux, en particulier, est un nombre impair : 



' ? -• ^ - * *. 
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supposons que ce soit q. En raisonnant sur U, comme nous 
l'avons fait sur f{x) on fera voir, de même, que Ui (par con- 
séquent f(x)) admet un diviseur réel du premier ou du second 
degré, ou, s'il n'en est pas ainsi, que \]^ admet du moins un divi- 
seur Ua qui est réel et d'un degré 2r, r étant un nombre 
impair. 

Ce dernier cas, celui oîi le diviseur n'est ni du premier ni 
du second degré, ne peut d'ailleurs se présenter indéfiniment 
Jes degrés des polynômes Uj, U,, . . . allant en décroissant. 

Il y a donc, en résumé, un diviseur de la forme {x — a — pi) 
au polynôme U -{- Ve, lorsque celui-ci est d'un degré impair. 

« Deuxième cas (*). — Le degré [x, de Véqualion f(x)== o, 
est un nombre pair, 

» Considérons maintenant une équalion à coefiicients réels 
ou imaginaires dont le degré jx soit égala 2*p, p -étant un 
nombre impair. 

» Pour abréger je dirai que le nombre m est de parité i, 
et je vais démontrer que, si le théorème est établi pour toutes 
les équations dont le degré est de parité inférieure à î, il est 
encore vrai pour une équation de parité i ; il sera, par suite, 
établi dans toute sa généralité, puisqu'il est vrai pour la 
parité zéro. 

» Soit f{x] le premier membre de l'équation ; posons 
0? = 2/ + j5 et f[x) = cp(s*) -f- zif (5J») 

» Le résultat de cp et de <}/ est du degré = 2*'~*p 

(3*p — i) par rapport à j/ ; il est donc de la parité {i — i) et, 
par suite, s'annule par une valeur réelle ou imaginaire de y. 
En remarquant que cp est de parité (i — i), on prouvera, 
comme plus haut, que f{x) admet un diviseur du premier 
ou du second degré à coefficients réels ou imaginaires, ou un 
diviseur Ui, de parité i, mais de degré inférieur à celui de f{x) ; 
on prouvera également que Ui admet un diviseur du premier 
ou du second degré, ou un diviseur Uj de parité i et d'un 
degré inférieur à celui de Ui, En continuant ces opérations, 

(1) Cette dernière partie est extraite textuellement des Comptes rendus (loc. 
cit.) 
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il est clair, puisque le dernier cas ne peut se présenter indé- 
finiment, que Ton déterminera un diviseur de f{x)du premier 
ou du second degré, et, comme Ton sait qu'une équation du 
second degré à coefficients imaginaires est décomposable en 
facteurs du premier degré, la proposition énoncée est entiè- 
rement démontrée. » 

Remarque — Cette démonstration repose, comme on a pu 
le remarquer : 

1^ Sur le déterminant de Sylverler, qui donne la condition 
nécessaire pour que doux polynômes admettent un diviseur 
commun ; 

2" Sur la réciproque de cette proposition. On sait que cotte 
proposition peut s'établir sans admettre la décomposition des 
polynômes en facteurs. Sans cette observation, la démons- 
tration précédente ne serait pas admissible. 



RÉS OLUTION ALGEBRIQUE 

DES ÉQUATIONS DÛ TROISIEME DEGRE 
Pnr M. Ci* de LioiiKchanipi, 



1. — Nous nous proposons d'exposer dans cette note une 
méthode de résolution de l'équation du troisième degré 
qui nous paraît offrir, sur les méthodes connues, certains 
avantages. 

L'idée qui nous sert de point de départ est naturelle et 
nous dirons d'abord en quoi elle consiste. Soit (1) f(x) = o 
l'équation proposée. Supposons qu'elle soit du degré m et 
qu'on puisse l'écrire identiquement sous la forme 

P et Q désignant des fonctions entières de ce, du premier ou 
du second degré, tout au plus. La résolution algébrique de 
l'équation (1) se trouve ramenée à celle de l'équation 

P 

binôme js*" — i = o, en posant z = —. 

Cette idée, en définitive, est celle qui a servi à résoudre 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 103 

les équations du second degré, quand on a écrit l'identité 

C'est aussi celle qui préside à la résolution de Téquation 
du quatrième degré quand on expose la méthode classique 
de Ferrari. N'est-il pas naturel de l'appliquer au cas du 
troisième degré ? De cette façon la résolution algébrique 
des équationS; dans le cas où elle est possible, se trouverait 
découler d'un seul et même principe. 

La méthode dont nous parlons conduit, chose remarquable, 
à une résolvante du second degré. Le calcul qu'elle exige 
est un peu plus compliqué que celui que nécessite la 
méthode de Hudde ; mais la discussion des valeurs trouvées 
se fait plus simplement par cette méthode qui, somme toute, 
nous parait préférable. 

2. — Soit a?» -4- px + g = o (3) 

l'équation proposée. Nous allons chercher à l'identifier 
avec l'équation 

(a + pxy — (ce» + 3Xa5' + 3\*x -|- X») = o, 
laquelle peut s'écrire 

a;«(p« — i) + 3 (p»a — X) x» + 3 (a«p — \*)x 

+ a« — X* = o. (4) 

Pour identifier (3) et (4), il faut supposer p différent de 
l'unité, et poser 

p*ûc = X (5) 

|.(p»~i):=a«p-X« (6). 

q(p^ — i) — o^^ — X\ (7) 

Onjpeut considérer ces équations comme formant un 
système de trois équations à trois inconnues : p et 9 sont 
les nombres donnés; a, S et X sont les inconnues. 

De (S) tirons a; cette valeur, substituée dans (6) et dans 
(7), donne d'abord 

- -f-P' = X' (8) 

- q P* ='MP» + i) ; (9) 
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puis, en éliminant p', entre les deux relations, 

3i*p — gqX — p« = o. (A) 

C'est la résolvante; on remarquera qu'elle est du second 
degré. Les équations (6) et (8) donnent 

«'P=— |. (10) 

On a donc, par combinaison de (5) et de (10), 

p?+3xX = o; (B) 

et enfin a« = •— . (C) 

9X 

3. — Ainsi la résolution de Téquation proposée se trouve 
réalisée par celle: 1® d'une équation du second degré (A); 
2® d'une équation du premier degré (B) ; 3° d'une équation 
binôme du troisième degré (G\ 

En désignant par j l'une des racines cubiques imaginaires 
de l'unité, les racines x^,x^^x^ sont données par les formules 

a -f- P^i = û?i + X, 

a 4- px^=j(Xi + y^), 

Remplaçons j/X par g'a, on trouve facilement en tenant 
compte de l'hypothèse j' = i , 

a:, = a(p+i), (11) 

co, = ^m^ + i), (12)(D) 

^8 = «M-f 0. (13) 

4. — Discussion. — Soit X l'une des racines de la 
résolvante (A); à cette racine, et d'après la formule (G), cor- 
respondent pour a trois valeurs qu'on peut représenter par 
a> «J» <*/*• D'ailleurs la relation (B) prouve que si l'on change 
a en a/, ou en a;*, p prend les valeurs correspondantes g; ou 
g;*. Par suito, les formules (D) ne peuvent donner que trois 
valeurs pour a*. Mais la résolvante admet deux racines X'jX' 
et la discussion qui va suivre a pour but de montrer que 
la deuxième racine X' donne les mêmes valeurs pour x. 

Pour établir ce point, remarquons d'abord que l'on a 



I 
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D'autre part, à la racine X" correspond un nombre a' déter- 
miné par la relation 






et comme x* 



on a x'a' 



r > 



9X' 

p* 1 



8i ■ XV 
OU a'' 



■•■•=-(-f)- 



On a donc successivement 

aa = ^, aa = ^J et aa = |.j«. 

La forniule(ll) donne, en tenant compte de la relation (10), 

P 

Cette formule ne change pas quand on remplace 

a par ^ ; si nous remplaçons maintenant a par — -^, 

3a 3a 

on obtient 

Y — Pi X P 3* 

3a 3 pj 

ou Al = -: -r— 

OU encore, en remarquant que j' = i, 
Mais on a x^^=2 aj^ -{- apj^ 

pi 

OU, d'après (10), x^ = aj* — ■^. 

oa 
On voit donc que X^ = x,. 

On reconnaît de même qu'eu remplaçant a par — — la 

3a 

formule (11) donne la valeur de x.^. 

Le même raisonnement appliqué aux deux autres formules 
(12) et (13) du groupe (D), prouve que Ton retrouve toujours 
les seuls nombres x^^ x^, x,, et il n'y a pas d'autre solution 
que ces trois racines pour l'équation proposée. 

iODANAL DE MATH. SPÉG. 1883* 5. 
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" B. — Ces trois racines sont données par la formule 



=«v/-'+i^(f)+(f)" 



X 

Y 2 ' ' 

p 



+ 



"v^-i+K(fy+(f)' 



dans laquelle on donne successivement à 6 les valeurs 1, 
jeijK 

En effet, la résolvante A, écrite sous la forme 

P'-^ +97 -^—,3^ = 0, 

I — gq ±L v/8iç* + i2»« 
donne t- = • z ^. 

Nous avons montré tout à Theure qu'on pouvait prendre 
indifféremment, dans cette formule, le signe -f ou le 
signe — : nous ferons donc choix du signe -j- et nous aurons 

alors pour — une valeur bien déterminée correspondant à 



X 



La formule (G) donne 



. . = y/ - i. + }A(X)- + (Z). 

6 ayant successivement, dans cette expression, les valeurs 
I, y, j*. L'inconnue x étant donnée par Téquation 

P 



.jc = a — 



3a ' 
on a donc entin 



\/-^+Hiyniy 



a> = ô 

V ^ 

P 



-| g / ' ' I ii.n ir.uj» t BU S 

'V-^+l^(i)'+(i)" 
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C'est la formule à laquelle conduit la méthode de Hudde 
et c'est, à l'apparence près, la formule de Cardan. 



2c: 



QUESTION 44 



SoItttloM par M. Callé, élève de mathématiqnes spéciales au L^cée de Gre- 
noble (classe de M. Bernard). 



On considère des coniques inscrites dans un carré dont les dia- 
gonales sont prises comme axes de coordonnées : d'un point P 
dont les coordonnées sont a,^, on abaisse des no7'males à ces 
coniques. Lieu des pieds, — En désignant par 2a la longueur 
d'une diagonale du carré proposé, on fera voir que ce lieu est 
une quartique ayant un point double en P, et que V équation de 
œtle courbe est 

(Sx + ay — 2xy) (ax -f (^y — x* — y'') = a« (a — x) (p — y), 
ou encore : 
(x»-fy«-a«)(a-x)(fi~y)+xy[(a-x)« + (p-y)«] = o, 

— Discuter cette courbe. — Séparer sur le lieu les points qui 
proviennent des ellipses de ceux qui proviennent des hyperboles. 

Q. L. 

Les diagonales du carré sont les axes communs au fais 
eeau considéré ; si A* et B* sont des paramètres variables^ 
Téquation générale sera 

L'hyperbole des pieds des normales est 

(A« — B*) œj/ — A*(xî/ + B«pa; ^ G ; (i) 

20 étant la longueur d'une diagonale, l'équation d'un côté 
du carré est : a? + 1/ — a =;= o. 

Exprimons que cette droite est tangente à la Conique (1)^ 
et pour cela exprimons que l'équation 

a une raciiie double ; il vient 

A' + B* = a». (8) 

Éliminons A et B, entre les équations (1), (i) et (3); noU« 
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aurons le lieu. — De (2) et (3) oû tire 

^, ^ . a^m — y) . g. ^ ^'y (g — a?) 

px + oLy — 2œy ' px + ay — 2a?j/ * 

Portant ces valeurs dans (1), il vient 

(a.p) est un point double. Transportons Torigine en (a.p). 
L'équation devient : 

(px + ay 4- 2xy) (py + olx + x^ -\- y») = a^xy. 

— Les tangentes en (a.p) sont 

(px + at/) (Pj/ + ax) — a*xy — o, 
ou :^py* + xj/ (^' + a» — «*) + «P^* = o. 

Elles ont pour coefficients angulaires : 

_ g' — p« — g^ ± v/(o' — p» — a«)« — 4a'p' 

2ap 

Elles seront réelles si 

(a« -:. p« — g«)« — 4g*^p« > G, 
ou (a« — f>« — g» + 2ap) (a» — p« — g* — 2gp) > o, 
ou(o — g-j-p)(a -fg— p)(a — g — g)(a + p + g) >o.(5) 

Construction de la courbe. — • Supposons le point double 
réel, c'est-à-dire la condition (S) remplie. 

Remarquons que les quatre facteurs qui y entrent repré- 
sentent les quatre côtés du carré. D*après cela, on voit que 
le point double ne pourra être réel que si P est situé soit 
dans rintérieur du carré, soit dans Tun des quatre angles 
opposés par le sommet ; ce que Ton voit d'après les signes 
des régions formées par les droites AB, BC, CD, DA. 

— On pourrait voir a priori que si P n'était pas dans ces 
régions, le point double serait imaginaire. 

— Quand le point double est réel, les coefficients angulaires 
des tangentes en ce point sont de même signe ; de plus, ils 
sont réciproques. 

— Supposons le point P situ4 dans un angle opposé à un som- 
met du carré. Nous pouvons toujours prendre a et p > o ; 
Dans ce cas, «* — P" — g' sera négatif, par suite les deux 
valeurs de / seront'négatives. — Construisons les courbes 
qui entrent en facteur dans l'équation du lieu, et séparons 
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leplaneii régions. On voit immédiatement, d'après les signes, 
que dans les régions ombrées il n'y a pas de points. 

— On voit aussi, d'aprës l'énoncé, qu'il n'y a pas de points 
du lieu entre deux côtes parallèles du carré, extérieurement 
aux deux autres. 

"Asymptotes. — Les asymptotes sont parallèles aux 
axes, car Ton a pour l'ensemble des termes du degré le plus 
élevé 2xy (x* + 2/*)- 

La courbe passe aux points cycliques, et admet les axes 
pour directions asymptotiques réelles. — Les asymptotes 

a 6 

sont . x = — ; 2/ = -i- 

2 2 

(ce sont les mêmes que celles de l'hyperbole équilatère 

px + *!/ — 2fict/ = o, 
qui entre dans la séparation en régions). 

L'asymptote y = — coupe la courbe en deux points : à 

2 

distance finie, évidemment en E; eu un autre point F, à 
distance finie ou infinie. 

— Dans le deuxième cas, nous aurons un point d'inflexion 

à l'infini. Si dans l'équation de la courbe on fait a? = — , 



il vient 



p (-^ ^ ,%t/ - ^ - 22/* ) = aMP - J/) ; 



donc ^ = o est la condition nécessaire du point d'intlexion 

à l'infini. 

Cette condition n'a pas lieu dans la figure : le point F sera 
positif, ainsi que le montre la séparation en régions. 

L'autre asymptote est aussi coupée en deux points. 

La courbe passe aux qiiatre sommets du carré, et par les 
projections de (a. p) sur les axes et sur les côtés du carré: 
car on peut toujours assujettir une conique à être tangente 
à quatre droites, en un point de l'une d'elles. D'après la 
séparation en régions, il est évident que la courbe est tan- 
gente aux côtés du carré. 

Nous aurons la figure (1). 



/ 
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â* Supposons le point P dans le carré. 
Dans ce cas, a' — p' — et' est positif; les deux coefficients 
angulaires des tangentes à l'origine sont positifs, et on s 



P'a- î- 
la figure (2). Un véiilie comme précédemmuiit la posilioti de 
la courbe par rapport aux asymptotes. 
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3" Supposons le point P sur CB, clans l'angle opposé à B, 
Les deux tangentes au point double sout confondues: on a 
uu point de rebroussement. La tangente double est ] 



Fig. 3. 
à la bissectnce de X'OY', et on a la figure {3). C et D ( 
des points d'inflexion. 
Les tangentes sont DC et AB. 
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4" Si le poiat P est sur AB, entre A, et B, on a la figure (4). 
On Toit immédiatement que les '.droites AD et BG soal deve- 
nues tangentes d'inilexion en A et B. 



DA et CB, OQ aura la figuie (5). 

— Lorsque le point 1* est sur l'un des axes, sur OX par 
exemple, la courbe devient 

1/ ^ o et (a — 2x){ax — X* — y') + o' (a — x) = o. 
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courbe du troisième degré, symétrique par rapport à OX, qui 
H pour asymptote x = —.Elle présente uu poiut d'inflexion 
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i" Lorsque P est en dehors du carré, on a deux points sur 
OX, riiii sont donnés par 

(i — 2£c)(ax — œ») — a' {a; — a) — o; 

x = a et X = — ± —\/x'' -f- n' ; 



Fig. 6. 
on a toujours trois points sur OX, deux symétriques par 
rapport flus asymptotes, figure (6). 

2" Lorsque P est intérieur au carré, figure (7). 

3° Lorsque a = o, ,3 = 0, la courbe sp réduit à deux 
droites et à un ciîrcle inscrit dans le carré. 
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— Il est très simple de séparer les points du lieu qui pro- 
viennent des ellipses de ceux provenant des hyperboles. Les 
points à rintérieur du carré appartiennent seuls aux ellipses; 




Fig. 7. 

ceux à Texlérieur, aux hyperboles ; car il ne peut y avoir 
aucune ellipse extérieure au carré, et aucune hyperbole 
pénétrant dans le carré; ces courbes couperaient leurs tan- 
gentes. 
— On peut aussi le voir analytiqueraent. Il suffit de cher- 
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cher les points du lieu pour lesquels le produit A'B' est 
positif ou négatif: 

j^.B» = ^*^y (^ — ^)(P — y) ^ 

(Pcc + ay — 2xyy 
En construisant les droites ac = a, j/ = p, on constatera 
le même résultat. 



QUESTION 356 

fiolntloii par M. H. Duput, élève du Lycée de Grenoble. 



Étant donnée une conique, on considère les cercles qui sont 
tangents à cette coniqv£j et tels que les tangentes communes aux 
cercles et à la conique soient parallèles. Trouver le lieu des 
centres de ces cercles. 

On sait que l'équation des tangentes menées de (xq t/o) û 
Tellipse est 

Si (û?oî/o) s'éloigne à Tinfini dans la direction /, on a Té- 
quation des tangentes parallèles 

Or le cercle considéré est tangent à ces droites, suivant 
une corde qui leur est perpendiculaire ; soit ty -{- x -i- ts=zo 
l'équation de ce diamètre de contact. 

Le cercle aura donc pour équation 

(^4,yL^A (L4.Jl\-(±ijy\ 

\a* ^ b^ ) W^ by W ^ b'J 

+ ^ (ty -^ x + tsy = o. (1) 

On trouve que X = „ , ■ est une condition suffisante 

pour que (1) représente un cercle. Celte même équation 
montre que le cercle et l'ellipse admettent pour droites 
d'intersection les droites 
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nr* 1/ g 

Exprimons que Tune d'elles --t+-t — i — Xlî^^^^*^ 
tangente en un point ccjyi de Tellipse ; et identifions son 



^i I .. Vi 



z=z o. On 



équation avec celle de la langente x •— i-+y'Ti i = o 

en déduit facilement les deux relations 

a bt 



a?i= / ■ . î/i = 



qui senties points de contact du cercle et de Tellipse. Or re- 
marquons que le centre du cercle est sur la droite y = tx 
et sur la normale à Tellipse en (iTij/i), normale qui a pour 

équation a [X/r+F —a] = — (Yy/ i^rF-^biy, élîmiûtûl /, 

on trouve pour lieu du centre X' -|- Y' = (» + &)** Ce 
cercle est imaginaire dans les cordes de Thyperbole, et f 'éloi^ 
gne à Tinflni pour la parabole. 

— Si on pose t = tgô, on voit que x^ = a coi ô, y^ =: 6 
sin 6 et que les coordonnées du centre du cercle correspon- 
dant sont X = (a -j- b) cos 9, j/ = (a -j- &) sîn d, et le rayon 
du cercle est donné par la formule B} =s fr* coft* ô — a* sin' 0. 

Ainsi, les éléments d'un d«» cercle» considérés sont ob- 
tenus en fonction du paramètre angulaire du point de con- 
tact (x^ J/i). 

CORRESPONDANCE 

SUR LES SÉRIES DE TAYLOR ET DE MAGLAURÏN 

Pat It. J. Boarget. 

(Voii' la page 82 du lournal.) 



La formule du r^ste^ donnée par M; Parpaite» est iden- 
tique à celle que j'ai donnée moi-même, il y a treizeans, dans 
les Nouvelles Annales de Malhématiquêê (ann. 1870, p. K87). 
La démonstration dé M; Parpàite ne diffère pas non plus de 
la mienne. 
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En nommant F (ce) la foQGiioii à dérelopper el f (x) une 
fonction continue arbitraire assujettie seulement à la condi- 
tion <p (o) = 0, j'ai trouvé 

i^ Pour le reste de la série de Maclaurin: 

cp [(i — ô) ce] 1.2.3. .. (n — i) ^ ^ 
2® Pour le reste de la série de Taylor : 

"- ç'[(i-eA] 1.2.3... (n- 1) ^ (* + <"»). 
J'ajoutais que si Ton fait en particulier cp (ce) = ccp^oh 
retombe sur le reste trouvé par Schlomilch et par Roche. 

QUESTIONS PROPOSÉES 



59. — Lieu des centres des coniques, de surface donnée, 
circonscrites à un triangle. Examiner spécialement le cas 
des hyperboles. Étudier, dans ce cas, les branches infinies 
et les sinuosités de la courbe. (Amigues,) 

60. — On donne une famille de coniques représentée 
par réquation 

ce' (i + X) — 2Xccj/ + ^*2/' — 2ce = o ; 
par chaque point A, réel, du plan, passent^deux coniques 
de la famille. Dans quelles régions doit être le point A pour 
que ces coniques aient une équation: 1*> à coefficients ima- 
ginaires ; 2° à coefficients réels. Subdiviser ces dernières ré- 
gions en plusieurs autres suivant que par le point A il 
passe deux ellipses, ou deux hyperbolesj ou une ellipse et 
une hyperbole; — Lieu des centres des coniqueSi Séparer 
sur ce lieu les centres d^ellipses des centres d'hyperboles* 

(Amigues.) 

61. — On considère une ellipse rapportée à ses axes AÀ'^ 
BB', D'un point C, pris sur Taxe Oy^ avec G A = G A' pour 
tayon^ on décrit un cercle A, A et A' désignant les extré- 
mités du grand axe* 
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1. — Soit M. un point mobile sur A ; par ce point M on 
mène à Tellipse des tangentes. La droite quijoint les points 
de contact rencontre A en deux points P et Q, et les tan- 
gentes en P et Q à A se rencontrent en un point I, dont on 
demande le lieu géométrique quand M parcourt la circon- 
férence. 

2. — Ce lieu est une conique U, dont on demande de dé- 
terminer le genre d'après la position de C sur Oy. 

3. — Construire cette conique en supposant a* = 36', et 
en admettant que G coïncide avec B. 

4. — La tangente en A au cercle rencontre U en deux 
points P' et Q'. Trouver le lieu de P' et celui de Q' quand C 
décrit Oy. 

5. — De Torigine on abaisse une perpendiculaire OP" sur 
CP', et une autre OQ" sur CQ'. Trouver le lieu de P' et celui 
de Q". (G. L.) 



Le Rédacteur-Gérant, 
E.VAZEILLE. 



IMPniMERIB CENTRALE DES CHEMINS DE FER. — IMPr.IHBHIE CUAIX. 
RUE BERGÈRE, 20» PARIS. — 9164-3. 
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THEORIE DE LINVOLUTION DU SECOND DEGRÉ 



Nous avons donné, dans ce journal, à un moment où il ne 
traitait que des questions de mathématiques élémentaires, 
un premier article sur Tlnvolution ; depuis cette époque, 
le journal s*est transformé, et nous nous proposons de 
reprendre la question, et de l'étudier sans nous préoccuper 
de la distinction, ici factice, entre les mathématiques élé- 
mentaires et les mathématiques spéciales; Texposition de 
la théorie ne sera pas moins simple ; mais les applications 
seront plus nombreuses, plus yariées, et par suile plus utiles 
à tous nos lecteurs. 

Soit 005* + 2bx -f- c = réquation qui détermine sur 
une droite fixe, à partir d'une origine fixe 0, les abscisses 
a et p, réelles ou imaginaires, finies ou infinies, égales ou 
inégales, d'un couple de points A et B ; 

Soitensnite a œ* + 26'a;-f-c' = oréqualion qui détermine 
sur la même droite, à partir de la même origine, les ab- 
scisses a et B', d'un autre couple de points A' et B'; 

L'équation 

(X) ax* + 2^^ + ^ "I" ^ (^'^* + ^^'^ + ^') = o, 
représente sur la même droite un couple, P et Q, variable 
avec X ; et nous nous proposons d'étudier les propriétés de 
ce couple mobile, dont nous désignerons les abscisses par 
u et t; ; nous avons les relations ; 

2 (6 + X6) 



u -{- V = — 



uv 



c + Xc' 
a + la! 



ou bien 

a( u + *^) + 2^ + X [a (w + v) + 26] = G 

a.uv — c -f" ^ [^ • w^ "^ c] = G ; 
d'oh nous concluons, en éliminant a, la relation 

a (u + t;) + 26, à{u -f v) + 2V 
a.uv — c, a .uv — c 
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G = 
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OU bien 

2{aV — 6a')wr+ (oc — ca!){u + t;) + 2 (6c' — cb') = 0; 
donc il eadsie entre les abscisses des deux extrémités P ef Q 
du segment, mobile avec X, une relation de la forme 

[U,V]--- 2g. UV + ^(^ + V) + 2k = O. 

cest'à'direune relation qui esta la fois homographiqu^ et symé- 
trique. 

KxMARQUE. — La relation précédente n'est pas eu général 
une identité, et ne pourrait le devenir accidentellement que 
si Ton avait les relations particulières 

aV — ba' = o, bc' — cb' = o, ac — ca' = o, 
c'est-à-dire que si les deux couples primitifs, A et B, A' 
et B', coïncidaient complètement l'un avec l'autre. 

Cela posé, je vais démontrer réciproquement que si un 
couple variable (P, Q) se déplace sur une droite d'après une 
relation donnée 

2G.tii; + H (tt + v) + K = o, (1) 

on peut reproduire tous les couples mobiles à l'aide d'une 
seule équation du second degré qui contienne un paramètre 
variable et qui soit de la forme (X). 

En effet uv et n -f* ^ étant liés par une seule relation 
linéaire (1), nous pouvons nous donner à volonté l'une de 
ces deux quantités; posons par exemple 

UV = r-rr-r (*)• 

Nous en concluons sans peine 

2{q + \q') 



w -j- V = — 



p + V 



G.r + Krp ^ Gr' + Kp' 
ou q= :^ ^, (f = ^-^ ; 

donc w et v sont les racines de l'équation 

px-* -|- 2qx + r + A (p x" + 2q'x + r') = ; 
ce qui démontre la proposition énoncée. 



r + Xf 
(•) On sait que l'expression rationnelle ■■ ' parcourt, dans un seul sens 

de variation, toute l'échelle des grandeurs tant positives que négatives, quand 
de — 00 à + 00 , 
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Remarque. — La démonstration précédente semble d'abord 
en défaut par l«s valeurs de q et de q, quand H est nul; 
mais il suffit, pour combler cette lacune apparente, de re- 
marquer que si H est nul, ce n'est pas uv qui doit être 
pris à volonté, mais u + r, et alors la démonstration se 
continue de la même manière ; cette observation est d'au- 
tant plus importante que le cas particulier ainsi signalé 
peut, comme nous le verrons bientôt, être regardé comme 
étant le cas général. 

Cela posé, nous adoptons la définition suivante : 

Quand un segment (P, Q), mobile sur une droite fixe, se déplace 
far la condition que les abscisses de ses extrémités soient les 
racines de VéquMtion 

(X) ax« + 2bx + c + X (a X» + 3b'x + c') = o, 
les positions successives de ce segment forment ce que Von nomme 
une involution du second ordre sur la droite fixe. 

Il en résulte que les abscisses, u et t>, du segment mobile 
sont liées par la relation 

23 .uv -f- A {u -{- V) -^ 2k =:: o 

ou : g = aV — ba\ 

h = ac — ca\ 
k = bc — cb\ 

Nous avons donc deux définitions algébriques différentes 
de forme pour caractériser une seule et même involution; 
et nous sommes, dès ce moment, autorisés à user tantôt de 
l'une, tantôt de l'autre, soit pour reconnaître la nature invo- 
lutive d'un segment mobile sur une droite, soit pour étudier 
les propriétés d'une involution donnée. 

Théorème. — Une involution est déterminée et unique^ 
quand on connaît deux se^mmts en grandeur et en position. 

En effet pour déterminer une involution, il faut et il suffit 
que l'on connaisse les valeurs proportionnelles des coeffi- 
cients j, A, fc; or en posant 

t*iVi = Pi 1/^ + v^ = Si 

u^v^ = P, 1*. + v, = S, 

Pi» P2» Si, Sj, sont les données; on a donc 



uv 


« + V 


I 


Pi 


Si 


I 


p. 


S. 


I 
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2^ . WV 4" M^ + V) -]- 2k= O, 
23 . Pi + * • Si + 2* = O, 

23» . Pj 4" * • Sf Hh 2^ = o î 

éliminant g, h, k entre ces trois équations homogènes, on 
aura la relation d'involution, qui est donc 

= o, 
P, S, I 

ou bien 

(Si - S,)w - (Pi - Pa) . iu + v)+F, .S,-P. •Si = o, 
et il en résulte que tous les couples de Tinvolution seront 
produits par l'équation 

a?» — Si . CD + Pi + X(£c* — S,a? + P,) = o, 
ce qui résulterait d'ailleurs immédiatement de la première 
définition de Tinvolution. 

La relation 

(Si - S>t; - (Pi - PO . (u + i;)+PiS.-P. . Si + o 
met en évidence un fait important ; le coefficient Si — Sj 
ne peut être nul que par exception ; pour cela il suffit que 
les deux segments donnés aient le même milieu, c'est-à-dire 
soient déterminés sur la droite par deux circonférences 
ayant leurs centres sur une même perpendiculaire à la 
droite fixe, et alors tous les segmenls auront le même mi- 
lieu, puisque la relation deviendra 

w -|- V = Si. 

Mais n'oublions pas que cette involution composée, sans 
exception, d'une suite de segments, réels ou imaginaires, ou 
nuls, qui ont tous le même milieu, est une involution en 
quelque sorte exceptionnelle. 

La même relation va mettre en évidence une propriété 
commune à toutes les involutions. 

Supposons que sans changer les deux segments, réels ou 
imaginaires, qui déterminent l'involution, on fasse mouvoir 
sur la droite fixe le point qui sert d'origine commune à 
toutes les abscisses; si cette origine avance d'une quantité 
indéterminée js, les sommes données deviendront 

Wi — ^ + t^i — ;5 = Si — 2z 
et w, — z -j- ^2 — j5 = S, — 2z 
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et les produits donnés deviendront 
l'un : (Wj — z) (v^ — z)=i 'P^ —z . S^ + «■; 

l'autre : (w, — z) (v^ — z) = P^ — z . S, + j5« ; 
donc si Ton détermine z par la condition 

Pi — 2 . Si + «» = P, — iS . S, + «S 
on trouvera 

Pi -P . 

s, -s.' 

donc : pour toute involutioriy il existe^ sur la droite fixe^ un 
point, et un seul, qui pris comme origine réduit la relation fonda- 
mentale à la forme simple 

ux = constante. 
. Ce point qui ne se transporterait à l'infini que pour l'invo- 
lution exceptionnelle dont tous les segments ont le môme 
milieu, se nomme le centre de Vinvolution ; la valeur de z qui 
précède détermine exactement la position de ce centre. 

Théorème. — Dans toute involution il y a deux segments 
qui ont chacun une longueur nulle. 

En effet, en supposant que Tinvolution soit définie par la 
relation 

2g.uv + K^ -]- v) -\- 2k =0, 
un segment deviendra nul quand on aura 

u= v; 
donc réquation du problème est 

2g . S* + 2A . 8 + 2* = o, (8) 

Cette équation du second degré aura généralement deux 
racines distinctes, réelles ou imaginaires ; chacune de ces 
racines sera une valeur de u telle que v = u', le théorème 
est donc démontré. 

Remarque I. — Si A = o, c'est-à-dire, si on a eu le soin 
*de mettre l'origine au centre de Tinvolution, les deux racines 
de réquation (B) seront égales et de signes contraires ; donc : 
les deux points qui forment chacun un segment nul, et qu'on 
nomme les points doubles de Vinvolution, sont symétriques Vun 
de Vautre relativement au centre de Vinvolution, 

Remarque II. — Pour déterminer les points doubles, on 
pourrait aussi se servir de l'équation (A) et exprimer qu'elle 
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a ses deux racines égales, ce qui donne la condition 

(a + W^c + Xc') —{b + Xb'Y = o 
ou bien 

(a'c' — 6'«)X« + {ac + ca! — 2W)\ -f oc — 6« = o. 

Remarque III. — La réalité des deux points doubles d'une 
involution est caractérisée par l'une quelconque des iné- 
galités : 

4(a6' — 6a') {hc — c6') — {ad — cày < o 
ou 4(ac— 6*) {de' — 6'») — (ad + ca' — 266')» < o. 

L'imaginarité des deux points doubles est caractérisée par 
une quelconque des inégalités contraires. 

On reconnaîtra sans peine, et par un calcul simple, que 
l'une quelconque des inégalités exprimant la réalité des deux 
points doubles peut s'écrire 

R = _ a^a'^ (a — a')(a — p') . (p — a') (p — p') < o. 

Rémarque IV. — Il résulte de cette dernière transformation 
que les deux points doubles d'une involution sont généra- 
lement distincts l'un de l'autre, et ne peuvent se réunir en 
un seul que si les deux segments AB, A'B', qui déterminent 

Tinvolution, ont une extrémité commune. 

(A suivre,) 



QUESTION 359 

Sfolution par M. P. Petit, élève au lycée de Grenoble. 



Trouver la condition pour que les deux polynômes 

ax"^ -f" ^^' H" c> 
ex' -f" bx* + 8I5 
aient un facteur commun du deuxième degré. 

Soit f (x) le premier polynôme. Je remarque que le second 
polynôme est la transformée en — de f {x). Si ces deux po- 

X 

lynômes ont un facteur commun du deuxième degré, il faudra 
que f {x) = o, /* ( — ) = o aient deux racines communes. Or 
ces racines ne peuvent être que4: i. Il faudra donc que l'équa- 
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tion f (x) =s: o admette les deux racines + i , c'est^-dire : 

a -f- 6 + c = o 
— (a + fc) + c = o 
c'est-à-dire enfin : c = o 

a + 6 = o. 



QUESTION 386 

Siolntion, par M. Charles Jollien, élève au Lycée Henri IV. 



Trouver te nombre de manières dont on peut distribuer p 
objets distincts entre q pei'sonnes^ de telle sorte que chacune 
délies ait un objet au moins. 

Désignons par Nj le nombre cherché. Proposons-nous 
d'abord de trouver le nombre N|. Chacune des personnes 
devant avoir un objet au moins, le nombre de manières de 
distribuer p objets entre q personnes est évidemment égal 
au nombre de permutations de q lettres ou à P^. 

Cherchons maintenant une relation entre le nombre N|^„_i 
et le nombre N^^. „. 

Supposons les {q-^-n — i) premiers objets distribués d'une 
des N|^.^i manières possibles, il faut donner de plus un 
objet à l'une quelconque des personnes ; il y a g manières 
de le faire ; donc on a en tout çN|^,^j manières de distri- 
buer les (q -\- n) objets. Appliquant le raisonnement ordi- 
naire, on montrerait que toutes ces manières sont distinctes, 
et que toutes les manières possibles ont été employées. 

On a alors la relation 

q^,n-i = N|+,. 
Faisant n égal successivement à i, 2,,.., n, on a 

N?+t = g Nj = çP, 

Nî+2 = q^Ui 



Faisant le produit membre à membre de ces égalités, il 
vient Nj^„ = ç^Pg. 



128 JOURNAL DE MATHÉHATIQUES SPÉCIALES 

Faisons dans cette formule n = p — g, nous aurons 
c'est-à-dire la formule cherchée. 



QUESTION 388 

SoluUon par M. Paul Boulogne, élève de mathématiques spéciales au lycée 

Saint Loui4 (cours de M. Edouard Lucas). 



Les axes d'une ellipse sont dirigés suivant deux droites rec- 
tangulaires données ox et oy. Soit M le point de cette ellipse 
où le cercle osculateur a la même surface que V ellipse. Soit jjl le 
centre de ce cercle : 4^ la distance du centre de ce cercle osculor- 
leur au centre de V ellipse est égale à la demi-différence des axes; 
%^ si la somme des axes de Vellipse reste constante, le lieu de M 
est l'enveloppe d'une droite de longeur constante qui glisse sur 
l s deux droites ox, oy; et le lieu de [a est la rosace à quatre 
branches, lieu du pied de la peiyendiculaire abaissée du centre 
de l ellipse sur une droite de longueur constante qui glisse sur 
les bissectrices des angles des axes. (E« Lemoine). 

réquation de Tellipse rapportée à ses axes ; 

{x — ay + (j/ _ p)a— a6 = (2) 

celle d'un cercle de même surface que l'ellipse. Pour écrire 
que les deux courbes sont osculatrices, écrivons que l'équa- 
tion en X 

X» 4- x« [a« + 6* — (a» + P* — ab)\ 
+ X [a«6* — (a* + 6*)(a« + P* — «&) + by + a«a«] + a^b' = o 
a une racine triple et remarquons que cette racine triple 
sera — ab : 

[a^ + 6* — (a* + P* — ab)y =^ 27 o»6» 
[a« + 6» — (a» 4- p« ab) 
fa'6» — • (a* + ^•)(a* + p^ — ab) + 6*p* + a*a«] = 9 a»6». 
La première équation nous donne 

a^ + p« = (a - 6)S (3) 
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qui exprime que la distance du centre du cercle osculateur 
de même surface que Tellipse au centre de Tellipse est 
a — 6. En se servant de la première équalion pour modifier la 
seconde, on ramène celle-ci à la forme simple 

ap* — 6a* = o . (4) 

Les équations (3) et (4), où a et p sont considérés comme 
variables, représentent un cercle et deux droites dont les 
points d'intersection sont les centres. Le point M est donné 
par l'intersection des deux droites dont Téquation quadra- 
trique est 

/a — b\ . / b — a\ 
oc» (^ —] + y' y — ^— j — 2our — 2py + a«-t- p« = o, 

qui est donnée en remplaçant X par — ab dans Téquation 
générale des coniques passant par Tintersection de (1) et 
de (2), ou en dérivant 

x{a—b) _ 



a 
y(b^à) 



= p. (6) 



b 

Pour avoir le lieu de M, quand la somme des axes reste 
constante, il faut éliminer a, p, a et 6 entre (3), (4), (S), 
(6) et a + 6 = /. 

L'élimination de ^ et de a se fait immédiatement, et on a 

^+^-.=0, (7) 

Tirant -jr de (7) et portant dans {8) on trouve 

a» = te*. 

De même 6' = /j/*. 

Le lieu de M est donc 

1 j_ ji_ 

épicycloïde à quatre rebroussements et symétrique par rap- 
port à l'origine. C'est l'enveloppe d'une droite de longueui 
l glissant sur ox et oy, 

JOU&NAL DE KATH. SPÉC. 1883* 
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Pour avoir le lieu de p, il suffit d'éliminer a et 6 entre 
(3), (4) et a + 6 = /, 

Tirant a et 6 de (4) et de cette dernière et portant dans 
(3), on obtient 

(a?» + y^y = l^ (œ^ — y^)\ 

C'est la rosace à quatre branches dont parle l'énoncé. 

En effet, si on élimine 6 et p entre 

y y/^+Q _ p + Q ^ (9) 

07/2—6 p — ^ 

équation d'une droite glissant sur les bissectrices des axes, 

6 — p 



6+p 



œ. 



(10) 



perpendiculaire abaissée de l'origine, et 6* -|~ p' = ^^9 ?"î ®^" 
prime que la longueur de la droite est constante, on trouve 
pour lieu du pied de (10) sur (9) 



(X' + y^y 



(û5« — j/a)s 



et la droite de longueur constante dont parle l'énoncé pour 
le lieu de p est double de la somme des axes. 

Nota. — La même question a été résolue par MM. Dupuy, de Grenoble; 
Baron, à Paris. 



QUESTION 396 



Étant donnée une conique autour d!un point paie P de son plan, 

on fait tourner une sécante PDD' et on joint un foyer F aux 

points D et U où cette droite rencontre la courbe. Démontrer 

PFD , PFD' 
que Ion a tg X tg = const. 

Ce problème se traite facilement au moyen des coordonnées 
trilatères. 

Je prends pour triangle de référence le triangle rectangle 
ayant pour sommet de l'angle droit le foyer F, pour hypoté- 
nuse la directrice AB et comme un des côtés de l'angle droit 
la droite FP. 
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L'équation de la conique donnée est alors 

X» + Y« = e«Z«, 
e étant Texcentricité. 

L'équation de toute sécante dont les paramètres angulaires 
des points d'intersection avec la conique sont <pi et 9, est 

X cos lli:^ + Y sin JPi+il = eZ cos ILIUl. 

2 2 2 

J'exprime que cette sécante passe par le point fixe P dont 
les coordonnées sont Xo, 0, Zq : 

2 2 

cos-?i-i?î. 
ou bien = K 

COS-i^ ^^ 

2 

?i 9a • 9i • 9« 

cos-^ cos -2^ — sm -^ sin ^^ 
22 22 
ou encore = K. 

cos — cos — + sin — sin — 
22 22 

Je divise le numérateur et le dénominateur par 

9i 92 

COS -î^ X cos -i— 

2 2 

I-tg^tg^ 
2 2 

^ - = TS.. 



'+tg7tgf 



Or <pi et cp, sont les angles PFD, PFD'. Donc l'on a bien 

PFD , PFD' , , 

tg X tg = constant. 
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QUESTION 3 

Solution par M. Kœhler. 



Mener par un point donné une droite telle que le segment 
intercepté par une parabole donnée soit maximum ou minimum. 
Le problème admet trois solutions. Trouver le lieu des points 
du plan pour lesquels deux des solutions se confondent : ce 
lieiiy du quatrième degré, partage le plan en deux régions; dis- 
cuter le problème lorsque le point donné est dans Vvne ou Vautre 
de ces régions. 

Soient y^ = /\px l'équation de la parabole, (a, p) les coor- 




données d'un point de son plan, m le coefficient angulaire 
d'une corde menée par ce point. 

Les ordonnées de Textrémité de la corde sont racines de 
l'équation my^ — ^py + 4P ((^ — ima) = o. 
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Le carré de la longueur de la corde est 

-On a donc à rendre maximum ou minimum la fonction 

^ '"^^ ="i" ^P - ^P + ^'*)( ï + ^')' 
ce qui donne 

^ (^) = "i" (^^' — ^^'(p + *) + ^P^ — 4P) = o. 

iii/ 

Ponr un point donné (a, p), on a trois valeurs de w; si Ton 
cherche la condition pour que f{m) = o ait deux racines 
égales, on trouve 

gy^(œ — 5p)« + [gy^ r- 4{x + p)'][9î/» — 24^(0? + p)] = o 
ou 271/* — gy\x* -f- i4pa; + P') + 32p(x + P)' = F(ac,t/) = o 
après avoir remplacé a,p par x,y. 

Cette courbe partage le plan en deux régions, celle pour 
laquelle on a une seule corde réelle satisfaisant à la condition 
f'(m) = o, et celle pour laquelle on en a trois. 

La première région est caractérisée par F(aî,t/) > o, la 
seconde par F{x,y) < o. 

Étude de la courbe. — Pour y z=o, x = — p, on a un point 
de rebroussement avec Taxe des x pour tangente. 

Pour ce = 5p, 1/ = + 4P> les deux points ainsi obtenus 
sont encore des points de rebroussement; les tangentes 

sont y — 4P=^(^—^P)y !/+4P = — — (« — 5p). 
Il y a deux asymptotes réelles 

« 5p\/3 



et y = _ 

v/3 9 

En résolvant par rapport à y*, on trouve 

Hy^ = 9(^* + 14^ + p') 



± \/2y{3x* — 44p(r;' -f- 2iop*a;* — 3oop^x — i25p*) . 
La racine du polynôme 90;* — i32pa:' -(-... est 

73 
3jc' — 22pa; -{- "V* P* (^^vec un reste). 

3 
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D'après cela les courbes 

73 

54!/* = 9(^' + 1+» + p*) ± 3 (ix^ — 22px + -^p*) 

3 

sont des coniques asymptotes. Celle qui répond au signe— |- 

est une hyperbole jayantles mêmes asymptotes que la courbe 

du quatrième degré; celle qui répond au signe — est une 

parabole 2jy^ = 32p{3x — p). 

Elle est asymptote aux deux branches paraboliques les plus 
rapprochées de la partie positive de l'axe des x; cette para- 
bole est tracée en pointillé sur la figure. 

Il faut examiner maintenant ce qui arrive quand le point 
(aP) se trouve sur la courbe du quatrième degré, ou dans 
les deux régions du plan qu'elle sépare. 

En appelant <p (m) le numérateur de f (m), on a pour la 

dérivée seconde f'im) = — ^ :; — ïLJ. et il suffit de con- 

©(wi) 
sulter la valeur de^-^^-j^, puisque 9 (m) est nul pour les 

7/1' 

valeurs de m que Ton jà à considérer. On peut aussi supposer 
p positif à cause de la symétrie par rapport à Taxe des x. 

Premier Cas. — Les trois racines de 9 (m) == o sont réelles 
et de plus a -(- p est positif. 

La règle de Descartes montre que l'équation 

9 (m) = f^m^ — 2m' (a + p) + 3mp — 4P = o 
a ses trois racines positives. 

D'après le théorème de RoUe, 9' (m) est négatif pour la 
racine intermédiaire, positif pour les deux autres; il en est 
de mêine pour f"{m). Il y a donc un cercle maximum et deux 
minimums. Les points correspondants sont évidemment 
situés dans les espaces angulaires cmd,cm(ï. 

Deuxième Cas. — Les trois racines de <^{m) =0 sont réelles 
et a + p est négatif. 

On a une racine positive et deux négatives. Pour la plus 
petite racine négative, <^'(m) > o, w"* < o, f"{m) < o, et il y 
a maximum. Pour la plus grande racine négative 9' (m) ^o, 
m« < o, f (m) > 0, et il y a minimum. Enfin pour la racine 
positive 9 (m) > o, m' > o, /' m > o; on a encore un mi- 
nimum. 
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Les points correspondants sont silués dans l'espace angu- 
laire bàb\ Ce cas ne se distingue du précédent que par 
Tordre dans lequel se présentent les cercles maximum et 
minimum. 

Troisième Cas. — Une seule racine de <^{m) = o est réelle. 

Cette racine est positive, le dernier terme de <p (m) étant 
négatif; ç (m) est positif pour cette racine ; f" (m) Test aussi 
et par suite on a un minimum. Les points correspondants 
soni en dehors des espaces angulaires bab\ cmd, c'm'd'. 

Quatrième. Cas. — (p (m) = o a une racine double. 

A cette racine ne correspond ni un maximum, ni un mi- 
nimum ; on a un minimum pour la racine simple. 

Les points correspondants sont ceux de la courbe du qua- 
trième degré. 



QUESTION 46 

Solatlon par M. Genin, élève du Lycée Loais-le-Grand. 



Démontrer qae Véqaation x° -}- px°»-* -)- p ^^ "*" x 

1 • 2 



m— 2 



-f- Ax™~^...i L = 0, dans laquelle^ est un nombre positif 
quelconquey a au moins deux racines imaginaires. 

(G. L.) 
Soit p positif. On a l'identité 

L mj m 1.2 m* i t\ / 

ou 

^ + -£ T= *" + p*^"* + ^"* 7. 2 ^' =^""' + f c^') 

I , IIP j 11 »2 mlFl 

cp (x) étant un polynôme entier en x de degré m — 3. 
L'équation proposée peut donc s'écrire 

-f- Aflc'"-^... L = o 
ou, en réduisant 
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^ m/i.3.m^'^' 

V (a?) étant un polynôme entier en x de degré m — 3. 

P 
Posons y= X -{ — ^, l'équation devient 

2/"* H ^ (w + P) (2/ ^^*^ +^(2/ -)=o; 

^ ' 1.2. m ^ I r/ v^ ^ y I Vif ^ y ? 

^((î/ ^ j est un polynôme entier en y de degré m — 3, 

par suite les termes de degré supérieur à m — 3 sont 

I • ^ • / r v 

Ces termes sont évidemment de même signe, puisqu'on a 
supposé p positif, de plus ils présentent une lacune ; donc il 
y a au moins deux racines imaginaires dans l'équation en y 
et par suite dans l'équation en x. 

QUESTION 54 

SSolution par M. Levavasseur, élève au Lycée Charlemagne. 



On suppose que V équation U = o a toutes ses racines réelles. 
Démontrer que les équations 

f, = U + (x — a) U' = o 

f, = U + 3(x — a) U' + (x — a)* U"= o 

f, = U + 7(x — a)U' + 6(x — a)«U" + (x — a)»U" = o 
ont aussi, quel que soit a, leurs racines réelles (a est réel, bien 
entendu, U', U", U'"... sont les dérivées successives de Dj. Donner 
Vexpression générale deîn = o et montrer que, en posant 
f„ = a„,oU + an,i(x — a) U +a „,2 (x — a)« U" + ... 
on a 

2° — I 3" — 2.2° — I 

«11,0 = I ; an,i = ; an,2 = " 



I 1.2 

, 4^' — 3.3" + 3.2°— I , 
a"''=- -^ ,etc., 

[ .2.3 



(G.L.) 
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Étant donnée l'équation U = o je considère toutes les 
équations en nombre infiol 

Ui = U + (ce — a)U ; 
U, = U, + (X - o)U,' ; 
U, = U, + (X— a)U;; ...; 
Un = Un-i +{x — o)U„_i ; . . . etc. 
Je dis que toutes ces équations ont leurs racines réelles. En 
effet, l'équation U = o a toutes ses racines réelles. Il en est de 
même de l'équation {x — o)U= o, puisque a représente une 
quantité réelle. Mais alors, d'après un corollaire du théorème 
de RoUe, l'équation dérivée doit avoir toutes ses racines 
réelles. Donc l'équation U^ = o a toutes ses racines réelles. 
Par un raisonnement identique, de ce que l'équation Uj = o 
a toutes ses racines réelles, on conclut que l'équation U, = o 
a aussi toutes ses racines réelles, et ainsi de suite, de 
proche en proche, indéfiniment. 

Proposons-nous maintenant de calculer les premiers 
membres de ces équations en fonction des dérivées succes- 
sives du polynôme U. 

D'abord U^ = U+ (o; — a)D', 

donc U\ = 2U' + {x — a)D", 

et (x — a)\5\ = 2{x — a)U' + (x — a)*!!"; 

alors 

U, = Ui + (o? — a)V\ = V + 3(x — aW +(^ — «)*U^ 
On trouverait, en faisant un calcul analogue, 
U3 = U + 7{x — a)\]' +6(0? — a)«U'' + (cD — a)«U" = o, 
puis 
U,= U + i5{x-^a]\J' + 25(0? — ayW + \o{x - ay\J'" 

+ (o? — a)*U(*) = o. 
En général, posons 

U„_i=U + a,,„_»(aî— a)U'+a,,n-,(a?— fl)«U' + . . . 
+ ^H,n^iix - a)^\]^^^ 4- . . . + a„>i.n-i(a? - a)'»-*U (-») = o. 

U;_i == (I + a,,n-i) U' + (a,,n-l + 2a,,n-i) (x — 0)1]" +. . . 

+ (a,_,,„., + Aa,,n_0 {X - a^-^W^^ +... 

Donc (ce — a)UUi = (i + ^it^i) (^ — û)U' 

+ (ai,n-|-f 2a2,„-i) {x — ayW + ... 

+ (aA-i,n-i + /KXfc,n-i) (x — aj'^U '^+ ... + a„_i,n-t(a? — a) U(«). 
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Donc enfin 

U, = U + (I + 2a,,n-i) (^ - a)U' 
+ (a^n-i + 3a,,„_0 {X - ayjj" + . . . 

+ [aA_i,n-i + (A + l)aM-i] (aï — a) U,/») + . . . 

Donc on a les égalités suivantes : 

en général a/»,» = ot^-i,»-! + C^ + «m-i» • • • 
enfin a„,„ = a„_i^„_|. 

De la première de ces égalités je dédais le tableau suivant: 

ai.n = I + 2ai,„_i 



Je multiplie la première de ces égalités par 2®, la seconde 
par 2*, la troisième par 2*, etc., la dernière par 2**^*, et 
j'ajoute. J'obtiens, en remarquant que a^^o = o, la relation 
ai,„ =14-24-2* + ...+ 2"~* = 2 — I . 
De même aj,n = ai,„_i + 3aj,„_i 

aj.n— 1 = ai,n-2 + 3aj^,j_2 



*2,2 = «1,1 + 3a,4 

^2,1 = aj,o + ^ajo 

Je multiplie la première de ces égalités par 3°, la seconde 

par 3S ... la dernière par 3**"^ et j'ajoute en remarquant 

que a,,o = i et que aj,o = o. J'ai la relation «,,„ = ai,n-i 

+ 3ai,n-j + 3«ai,n_3 +...-[- 3"-*ai,o. 

Or ai,„_i = 2^»-^ — I ; (Xi^n-2 = 2""' — i ; elc . . . ol^^q = 2°— i . 

Donc 

aj„, = [2"-i + 3 . 2"-« + 3« . 2«-» + . . . + 3*»-* . 2 + 3"-*] 

-[1+3 + 3«.+ ... + 3-*] 

, . «„ „ 3« — I 3'» — 2 . 2" + I" 

ou bien a^,,» =3" — 2" = !- — . 

2 1.2 

On trouverait absolument de la même façon 

__ 4»» — 3 . 3» + 3 . 2«— i» 
"'''^- 1,2.3 ' 
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5" — 4 . 4" 4- 6 . 3" — 4 . 2»» + 1" ^ 

puis aL^,n = — - — ■ 5 , etc. 

1.2.3.4 

Nous allons démontrer que cette loi est générale. A cet effet, 

supposons la loi vraie pour le terme de rang h — i . Ce 

terme s'écrira donc 

, h — I ,, , , (h — i)(A — 2),- , 
I 1.2 

I . 2 . 3 ... (A l) 

I • 2 • . . K 

1 . 2 . 3 ... (A— i) (ïr" 

On peut former le tableau suivant : 

^h,n = a/i~l,n-l "i" (A + ^h,n-l 
a^^n-l = (X.h—i,n—2 -}- (A + I ) aA,n— 2 



a/,,2 = a^_i,i 4" (A + i) a^4 

^h,i = a/i-1,0 + (^ "h *M 
Je multiplie la première de ces égalités par (A -j- 0^> '^ 
seconde par (A + i)S la troisième par (A + i)*, etc., la der- 
nière par (A + 0""^ et j'ajoute. En remarquant que (ihfi= o, 
j'ai la relation suivante: 

+ (A + i)«-2 a,_i,, + (A - i)"-* Xft_i,o. 

De réquation (i) je déduis les valeurs de a/i_i,n-.i, ah-i,n-î» 
..., a/,_i,o; on a par conséquent 
I . 2 ... (A - i)a,,„ = [h- + A«-*(A + I) + A--2(ft + i)t 

. . . + A(A + i)-* + (A + I)"] - 1^ [(A-i^ 

+ {A - ly-Kh + I) + (A + iY-\h +!)«+... 
+ (A- i)(A + i)-i + (A+ir] 

+ 

+ (- ir* [r„ + i'^-*(A + I) + i"-^(A + 0* + • • . 

+ lih+iY-' + ih+in 
ou bien encore 

_ ,, . (/t+iy^i^fen^i A- I 

I . 2 . 3 ... (A — l)a/,,n = -^^ — ■ 
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(h+ ly^^ — {h— l)"^* {h—l)(h—2) 

2 1.2 

ou bien 

1.2.3... (A- iK„ = (A+ 0"^{--7^+ ^ . ,^\ 3 

■,... + (-0.-.4.1--!!r+ (^-0 (^-')- 

' ^ ^ ft J I I 2 

(yt-i)(ft-2) (ft-2)«it ,«+1 

r~2 3 — +...+(-0 -j- 

ou enfin 

A /i(A— i) , h(h—i){h — 2) 



^ L I 1.2 



1.2.3 



I .2 . 3 . , • h 
I . 2 . 3 . . . /l 

Mais on sait que Ton a 

I ï . 2 1.2.3 

Donc le coefficient de {h + i)"+^ est égala i, et finalement 

1 . 2i * J ..«'v 
/j(ft — l)(ft — 2) 



1.2.3 



+ ..i +(— l)*!»*» 



I . 2 . 3 . . . /t 

La loi se trouve ainsi démontrée. 

Remarque. — Les différents coefficients trouvés devant 
être des nombres entiers, on en déduit le théorème d'arith- 
métique suivant: Je considère les n°*^* puissances des (/i+ i) 
premiers nombres entiers rangés par ordre de grandeur 
décroissante, si je les multiplie respectivement par les 

nombres i,-* — , H — ^ -y etc. (— i)'*, coefficients du 
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binôme (a — b)^, et si j'ajoute tous ces produits, le nombre 
ainsi obtenu sera divisible par le produit des h premiers 
nombres. 



CORRESPONDANCE 



Nous avons reçu de M. Brisse, au sujet de Tarticle que 
nous avons fait paraître dans le précédent numéro, une 
réclamation à laquelle nous nous empressons de faire droit. 
« La méthode que vous exposez, nous dit M. Briss'e, n'est 
pas nouvelle. Je l'ai donnée pour la première fois à Sainte- 
Barbe, lorsque je faisais la conférence du cours de Gros, à 
propos d'une question d'examen, et je crois bien qu'elle a dû 
être trouvée déjà auparavant. Je la donne tous les ans, dans 
mon cours à Gondorcet, avec la discussion des racines. J'in- 
dique notamment quelle modification il faut lui faire subir 
lorsque l'on a 4p' -f- 2jq^ = o, car alors son application 
cesse d'être exacte. » 

L'idée d'appliquer la forme algébrique P"* — Q"*, à la résolu- 
tion des équations nous est venue seulement à l'esprit au 
mois de juillet de l'année dernière ; il résulte de la lettre 
que nous a adressée notre collègue que la priorité de cette 
méthode lui appartient; à moins, comme il le fait justement 
observer, qu'elle ne revienne à un autre. 

Au sujet du cas particulier signalé par M. Brisse, celui oîi 
l'on a 4P' + 27g* = o, nous dirons ici pourquoi nous ne 
l'avons pas mêlé à la discussion du cas général. Il nous 
semble que ce cas particulier doit être traité préalablement 
à la résolution des équations da troisième degré ; et que, 
soit à propos des racines égales, soit au moment où l'on 
applique le théorème de RoUe, ou celui de Sturm, on peut 
montrer comment l'équation se décompose en facteurs du 
premier degré ; opération qui peut paraître préférable à toute 

autre. 

A propos de cette décomposition, voici une manière de 
la produire qui peut être donnée en élémentaires ; elle ne 
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repose sur aucune théorie, mais sur la seule force de la 
relation, 4p' -|- 279* = o. 
Écrivons cette égalité sous la forme 

2 



(i) 





(iT 


q 

2 




on tire de ces 


j relations, 








P = — 


3 , 


2 


Uéquation 


proposée de 


jvient alors 






as*-— • 


^x , 2 


0, 



ou encore t^x^ — 3tx -f» 2 = o. 

Sous celte forme on voit que le premier membre est divi- 
sible par {tx — i) et Ton trouve, identiquement, 
t^x^ — 3tx + 2 = (tx — i)« {tx 4- 2). 

La décomposition du triaôrae x^ -\- px -{- q se trouve ainsi 
effectuée, dans le cas particulier oîi les coefficients p et 9 
vérifient Tégalité 4p^ + ^79^ = ^* f^- ^') 
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Traité de balistique rationnelle, par M. /. Baills, lieutenant 
de vaisseau. 1 vol. in-8**. Paris, Delagrave, 1883. 

L'auteur s'est proposé, dans ce traité, l'élude raisonnée des phénomènes 
qui se présentent dans le tir, lorsqu'ils peuvent donner lieu à d'intéressantes 
considérations de mécanique générale susceptibles d'être conduites géométri- 
quement, plutôt que la recherche de formules pratiquement applicables à la 
balistique, lesquelles appellent inévitablement le secours de l'empirisme. 

L'ouvrage est divisé en six livres. 

Le premier traite du mouvement des projectiles à l'extérieur de la bouche 
à feu. Dans le cas du vide, l'auteur donne une série deproblèmes intéressants 
dont les solutions géométriques feraient l'ornement d'un cours de physique en 
mathématiques élémentaires. Dans le cas de l'air, il expose l'état de la ques- 
tion de la résistance et montre clairement que si l'on se proposait de lancer 
un boulet au delà des limites de l'atmosphère, on n'y parviendrait pas avec 
les pièces de grosseur moyenne, même en portant la vitesse initiale à l'inflni : 
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conclusion bien faite pour ébranler les croyances des jeunes lecteurs de M. Verne. 
L'auteur rattache aussi directement à la résistance de l'air l'ingénieuse expli- 
cation donnée par Leibnitz de la baisse barométrique par les temps pluvieux. 

Le deuxième livre traite du mouvement des projectiles à l'intérieur de la 
bouche à feu. L'auteur examine d'abord les conditions géométriques de ce 
mouvement, en supposant que les gaz suivent la loi de Mariotte, puis les 
conditions thermodynamiques. Il explique ainsi, d'après M. de Saint-Robert, 
les résultats inattendus au premier abord pour l'échaufiement du canon dans 
le cas du tir à poudre, à balle et à charge non rendue. 

Le troisième livre traite des causes perturbatrices inhérentes à la forme 
particulière et à l'état dynamique du projectile lancé dans un fluide au repos. 
L'auteur y expose les lois générales de la dérivation et TetTet de la ceinture 
de forcement. 

Le quatrième livre est relatif au pointage et au tir ; il renferme la théorie 
de la hausse et des causes d'irrégularité du tir qui ont un caractère de per- 
manence permettant d'en tenir compte. Toute cause permanente d'écart du 
projectile étant ensuite mise de côté, l'auteur expose aussi élémentai rement 
que possible le calcul des probabilités et l'applique à la justesse du tir. 

Le cinquième livre comprend la théorie du recul et celle de? freins destinés 
À le modérer : freins à lames et freins hydrauliques. 

Eniin le sixième livre comprend des questions diverses, dont le plan n'était 
pas nettement indiqué dans les livres précédents. Ce sont le mouvement des 
fusées, la théorie du loquet de console, des considérations sur le choix des 
projectiles, sur le pas des rayures st sur celui de la vis-culasse, etc. 

L'ouvrage tient, on le voit, toutes les promesses de son titre. La lecture en 
est attrayante, et le style amicalement familier de l'auteur vous fait croire à 
une explication orale à laquelle on assisterait. L'exécution typographique est 
soignée et, pour employer une expression un peu risquée, mais qui fait image, 
l'air circule dans les formules et dans les Ogures. 



QUESTIONS PROPOSÉES 



62. — Sur les centres des n* cases d'un damier, on place 
n jetons de telle façon que deux quelconques d'entre eux ne 
soient pas situés sur une même ligne parallèle à Tun ou 
l'autre des bords du damier. Démontrer que le nombre tn des 
dispositions distinctes est égal à 1.2 ... n, et que les jetons 
sont toujours en nombre pair sur les cases de couleur con- 
traire à celle du coin inférieur de gauche. 

— On suppose de plus que les jetons ne sont pas situés 
sur les cases d'une diagonale. Démontrer que, si Ton désigne 
par 0„ le nombre des dispositions distinctes, on a 

0„+i = n(0„ + e«_i) 

0«+i=(n+ i)e„-i. 



144 JOURNAL DK MATHÉMATIQUES SfÉGIALSS 

— Démontrer que lo rapport de tn à 0» a pour limite 
la base du système des logarithmes supérieurs, lorsque n 
augmente indéfiniment. 

— En supposant de plus que] les jetons ne soient pas 
situés sur les cases des deux diagonales, calculer le nombre 
T« des dispositions et la limite de tn à t» lorsque n augmente 
indéfiniment. 

— Démontrer que le nombre maximum des jetons 
que Ton peut placer sur les cases de telle sorte que deux 
jetons ne soient pas situés sur une parallèle à l'une ou l'au- 
tre des diagonales est 2» — 2, et que le nombre des dispo- 
sitions distinctes de ces 2„ — 2 jetons est 2**. (E. Lucas.) 

63. — Construire une conique osculatrice à une conique 
donnée en un point donné et passant par deux points donnés, 
ou tangente à deux droites. (Kœhkr,) 

64. — Construire une parabole connaissant le cercle 
osculateur en un point, et la tangente commune qui ne passe 
pas par le point d'osculation. ^Kœhler.) 

65. — Trouver le lieu des centres des cercles circonscrits 
à tous les triangles polaires conjugués] par rapport à une 
parabole. , (Kœhler.) 



Le Rédacteur-Gérant^ 
E. YAZEILLE. 
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THEOREME DE D'ALEMBERT 

D'après M. Amigaes, professeur de mathématiques spéciales 

au Lycée de Marseille. 



Toute équation algébrique entière f{x) = o, à coefficients 
réels ou imaginaires, admet au moins une racine réelle ou 
imaginaire. 

Soit a une quantité quelconque. Si f\a) = o, le théorème 
est démontré. A défaut, le polynôme f{x) donne pour toute 
valeur réelle ou imaginaire de h 

f{a-\.h) = f{a)-\.J^r(<-)+-^r(a)+... 

Quelques-unes des quantités f(a), f{a)... peuvent être 
ûuUes, mais on arrive toujours à Tune d'elles qui ne Test 
pas, car sans cela on aurait pour toute valeur de h 

fia + A) = fia) 
OU bien pour toute valeur de u 

m = m 

et le polynôme se réduirait à une constante. 
On a donc 
f(a + A) = A(cos a + » sin a) + B(cos p +i sin P)Ap 

-f- C(cos Y + ï sin Y)ft^+* + etc. 
Soit A =± p (cos Ô + i sin 6), p et ô étant arbitraires, puisque 
h est quelconque. 

On peut écrire, en appliquant en même temps la formule 
de Moivre et la règle de multiplication des imaginaires, 

f{a + A) == A(cos 0L-\' i sin a) + 
BpP [cos(p + p8) + i sin (p + pô)] + 

CpP+* [cos(y + p + iô)+ 1 sin (y + p+ i^)] + - • 
Choisissons 6 de manière que Ton ait 

On a alors 

f(a + A) = (A — Bp^)(cos a + t sin a) + 
Cp^»** (cos Yi + * sin yi) + Dp^^^ (cos 8^ + * sin Oj)-}- . . > 
Imposons à p la condition suivante 
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A — Bp'» > o 
ou, puisque B n'est pas nul, 

Puisque A •":: o, on peut toujours trouver un nombre posi- 
tif X tel que toutes les valeurs de p moindres que X satis- 
fassent à cette inégalité. 

Pour les valeurs moindres que X, la quantité (A — Bf) 
est un module et, comme le module d'une somme est au 
plus égal à la somme des modules de ses parties, on a 

mod f{a + h) < (A — Bf) + CpP+* +DpP+2 + . . . 
ou bien 

mod f(a + A) < A— ,-' (B — Cp — Dp« . . •) 

Soit 6 un nombre positif moindre que B* 

On peut toujours trouver un nombre positif (X tel que 
toutes les valeurs de p moindres que (x satisfassent à l'iné- 
galité suivante : 

(B - e) — Cp — Dp* — * , > o 

puisque le premier terme de ce polynôme en p est (B -^ e) 
et qu'il est positif. 

Cette inégalité devient 

B — Gp — Dp* — . . . > e 
et donne B — Gp — Dp» — . . . = g + cp, (2) 

9 étant un nombre positif. 

En résumé, pour toutes les valeurs de p moindres que X 
on a l'inégalité (1), et pour toutes les valeurs de p moindres 
que (JL on a l'égalité (2). Par Conséquente pour toutes les 
valeurs de p qui sont moindres que X et que {a, on a en 
combinant cette inégalité et cette égalité 

mod }{a + A) < A — /(» + cp) 
et par suite mod /"(a + ft) < A — ep^. 

Parmi les valeurs finies de p qui sont moindres que X et 
[X, choisissons-en une. Alors h est une quantité finie et 
déterminée, et ep^ est aussi un nombre fini et déterminé que 
nous appellerons 9. On a ainsi 

mod /(o + A) < A — a 
ou mod f{a -^ h) < mod f(a) — c. 
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Si le premier membre est nul, Téquation a une racine. A 
défaut, on peut trouver une quantité finie h^ et un nombre 
fini (Si tels que Ton ait 

mod /l[a 4- A + Aj) < mod f{a -}- h) — a^. 

Si le premier membre est nul, l'équation a une racine ; 
sinon, on a d'uue manière analogue 

mod /(a + A + Al + K) ^ ^od /(a + A + A^) — (j, 
et ainsi de suite, tant qu'on ne trouvera pas de racine. 

Ajoutant membre à membre, on a 
mod /*(« + A + Al ... + A„) < mod f{a) — (^ + <yi . . . + (Jn). 

Si réquation n'avait pas de racine, cette inégalité serait 
vraie pour toutes les valeurs entières de n. Or une pareille 
conclusion est absurde. Car les quantités a n'étant pas infi- 
niment petites, on peut trouver des valeurs finies de n pour 
lesquelles le second membre est négatif. 

Il suffit pour cela que Ton ait 

mod f(a) <C <^ 4" ^1 + ^^2 • • • + <?» 
ou en appelant t le plus petit des a 

mod f[a) < (n + 0'^ 



■^■f 



CONCOURS GÉNÉRAL DE 1883 

Solution de M. Bertagne, élève du Lycée de Marseille» 



b'un point P pris sur une normale en un point A d'un para-^ 
bolo'ide elliptique, on peut mener à lu surface quatre autres 
normales ayant pour pieds B, Q, D et E ; /*» on demande de trouver 
Viéquation de la sphère S passant par les quatre points B, C, D e^ E; 
2^ de trouver le lieu dts centres 1 de la sphère S quand le point 
P se déplace sur la normale au point A, ainsi que la surface 
engendrét par la droite Pl. 

l** Équation de ta sphère. — Soit, en coordonnées rectangu- 

y* 9^ 

laires, Téquation du paraboloïde — + — = 2cc. 
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Soient cco, 2/o> 55o les coordonnées du point A ; les équations 
de la normale en ce point sont 

X — a?o _ p(Y— yo) _ y(Z— jg..) _ 

u étant la valeur particulière de p qui définit le point P, les 
coordonnées de ce point sont 

^_^ ,, .. _ VoJP + n) ^ _^ z,(q + u) 

p q 

Il en résulte donc que les coordonnées x, t/, ;5 de l'un quel- 
conque des points B, G, D et E doivent satisfaire aux deux 
équations suivantes : 

a?o — u — X _ yo(p + ^) — Py _ ^0(9 + u) — qz 

— I y a 

ou bien aux deux équations 

j3(a?o — x) = {z — %^) {q + u)y (1) 

t/(a;o — a;) = (y — î/o) (p + w), (% 

et en outre on a ^ 1- — -= 20?, car les pieds des normales 

P q 

sont sur le paraboloïde. 

Cherchons maintenant une surface du deuxième ordre 
qui passe par les quatre points B, G, D, E ainsi que par le 
pied qui est à Tinfini; mais qui ne passe pas par le point A. 
Pour cela, écrivons Téquation du paraboloïde sous la forme 

{y-yo){y + yo)^ (.-.o)(. + .o) ^^^^^^^^ ^3^ 



p ? 

et portons les valeurs de y — j/^ et jî — Zq dans celte équation (3) 

yly + yo) (a?o — «) i ^(^ + ^o) (^o — ^) _ ,/^ ^ ^ 

+ ' . j r ■ = 2(X — Xq) 



P(P + w) q{q + u) 

Supprimons la solution x =Xo et ordonnons : 

qy^iq + u) + pz\p + u) + qy^{q + u)y + pz^ip + w)^ 
+ 2pç(p + u)(q + u)= o. (a) 

Nous allons chercher à présent Inéquation d'une quadriqué 
qui passe par les cinq points A, B, G, D, E. Pour cela 
multiplions les deux membres de réquation du paraboloïde 

xyxy . xzxz 

par X ' — ' ' — h ' =: 205* 

P 9 ^ 

et remplaçons xy eixz par leurs valeurs tirées des équatioil 
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(1) et (2). Nous obtenons ainsi la surface cherchée 

yj^ov — {y— yo)(p + u)] z[x,z^{z—zo){q + u)] _ ^^, 
p q 

— qyoip + w)y — p*o(7 + «)^ = o. (p) 

Nous avons ainsi obtenu trois surfaces (a) (p) (y) qui 
passent par les quatre points B, C, D et E. 

(p) 2pqx* + q(p^u — cco)!/» + P(7 + ^ — a^o)^" 

— «/o(p + w) y — P55o(î 4- w)^ = o 
(a) 9(? + u)y^ + p(p + w)2" + qy^iq + w)îf + p«o(P + w)« 

+ 2pî(p + t£) (g + w) = o 
(t) ?y* + P^* — 2p5ra? = o 
et il semblerait que nous devrions chercher trois autres 
surfaces passant par les quatre points B, C, D, E pour 
obtenir l'équation générale des surfaces du deuxième ordre 
passant par ces quatre points ; mais grâce à la forme parti- 
culière des équations déjà trouvées, cette recherche est 
inutile. En effet, multiplions la première par i, la deuxième 
par X, la troisième par {x et ajoutons: nous obtenons alors 
réquation d'une surface passant par les quatre points B, C, 
D et E : p + Xa + f^r = o. 

Pour que ce soit une sphère il faut et il suffit que l'on ait 

p -}- u — aîo + X(g + ^) + P* = ^P 
q+ u — Xç^+ X(p 4- w) + p- = 2? 



rr 



0' 



d'oîi X = — I et(x=p + g + ^ 

L'équation de la sphère cherchée est donc 
2pq{x^ + y" + z*) — 2pq(p +q + Xo)x — qy^{p + q + 2u)y 

— P^^oiP + q+ 2W)5P — 2pq[p + W) (g + W) = O. 

2® Lieu du centre. — Les équations du centre sont 

205 = p + g + a?o 

4Py = 2/o(p 4- 9 + 2w) 
4qz = 5?o(p + ? + 2tt). 
Éliminons p -j- g -{~ 2U entre ces trois équations et nous 
obtiendrons ainsi la ligne qui constitue le lieu des centres. 
C'est la droite représentée par les deux équations 

Il t py ^^ 

2? = P + ? + ^0 et ^ = — -. 
3^ Surface engendrée par la droite PL — Les équations de 
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la droite PI sont ; 

X -f-U — Xq ^ p 






Z — 



, , ^ g I- 4 ^ J 

elle s'appuie déjà sur la normale en A et sur la ligne lieu 

des centres; si donc elle demeure parallèle à un plan fixe, la 
surface cherchée sera un paraboloïde hyperbolique : car ces 
deux droites ne se. rencontrent pas puisque leurs. plans pro- 
jetant sur les yz sont parallèles. 

Prenons un plan Ax -^ By -{- Gz = o. Pour qu'il soit 
parallèle à la droite génératrice il faut que Ton ait l'identité 
en u: 

I Gzo rp +? + 2t/ 1 

q l 4 J 

Cette identité permet de calculer A, B, G ou plutôt les 
rapports de deux de ces quantités à la troisième. 

Ce plan n'est d'ailleurs ni parallèle à la normale en A, ni 
parallèle à la droite lieu des centres, car la droite généra- 
trice rencontre ces deux droites fixes. 

Deuxième solution 

V^ z^ 
Soient -^ — | 2aî = o (1) 

P 9 

l'équation de la surface; a, p, y les coordonnées de ces points. 

Si t désigne l'abscisse d'un point de la normale au point 

a, p, y, les deux autres coordonnées seront 

4 (P+«-0 e> .-^(î + oc-0- 

Les équations qui expriment que la normale en x^ y, z 
passe au point considéré sont 
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^y + {p — t)y — p(p + a — i) = o (2) 

œz={q- t)z _ y((, + a - t) = o (3) 

Les équations (1), (2), (3) déterminent les coordonnéeg 
des pieds des cinq normales; a^ est un système de solu- 
tion. 

Si trois surfaces du second degré ont leurs axes paral- 
lèles, il passe une sphère par leurs points d'intersection. Je 
me propose d'après cela de former les équations de deux 
surfaces du second degré passant par les pieds des quatre 
normales distinctes de la normale en a^y. 

y 

Pour cela je multiplie (2) et (3) respectivement par-^ , 
— ; j'ajoute, et en tenant compte de (1) je trouve 
205' + -^^ j,. _ p(p + a + y + ■^^*' 

-Y(?+« — <)-^=o- (1) 

J'écris ensuite les équations (1), (2), (3) de la manière 
suivante : 

-^^y^(t/-p) + '^^ (!') 

(aî_oc)î/ + (p+ot-0(2/- P) = o, (2') 

(a? — a)j5 + (y + * — 0(^ — ï) = o- (3 ) 
J'élimine .t — a, y — p, ^ — y entre (1') (2') (3') et il 

vient 

+ 3(p + a — t){q + a — = O. (5) 

L'équation générale des surfaces passant par (1), (4), (S) est 



(p-0 



Lp • g J ' p 



r 



9 — ^ . «P + <^ — ^ ^9 + a — ^ 

«L_^._pJiT:_ y-r-^— ^ — ^ 

+ 2(p + a— 0(ç + «-0| 



= o. 
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J'exprime que cette surface est une sphère; j'ai 

(X = — I, X=p + qf-j-a 

et réqualion devient 

6 
2(x^ + !/' + ^") — 2(P + ? + a)a? — -i- (p + î + 2a — 2t)y 

Telle est Téquation de la sphère. 
Les coordonnées du centre sont : 

2 4P 

49 
Le lieu du centre est donc une droite située dans un plan 

parallèle au plan des y2. Elle a pour équation dans ce plan 

py _ Q^ 

L La droite qui joint le «point d'où sont issues les quatre 
normales, au centre de la sphère, a pour équation 



X — t 



,_i(p+._,) 



2 4P 



Il est facile de voir que, t variant, cette droite reste 
parallèle à un plan fixe. La surface engendrée est donc un 
paraboloïde hyperbolique. 

Nota. — Nous avons reçu de cette question une troisième solution un peu 
différente de celles que Ton vient de lire, et dont l'auteur est M. Dereins, élève 
du lycée Louis-le-Grand (classe de M. Niewenglowski), solution très simple et 
très élégante. 
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CONCOURS POUR L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE 

EN 1883 



Épure. 

On donne un tétraèdre régulier ABGD dont le côté a 
12 centimètres. La face ABC est horizontale; le sommet D 
est au-dessous de ABC. 

Soit P le cône qui a pour sommet le point A et pour base 
le cercle inscrit dans le triangle BCD. 

Soit Q le cylindre de révolution qui a pour axe la 
droite BC et pour rayon 5 centimètres. 

On demande la projection horizontale du solide formé 
par ce qui reste du tétraèdre quand on a supprimé la partie 
de ce tétraèdre qui est comprise dans le cône P et celle 
qui est comprise dans le cylindre Q. 

Triangle. 

A = 75«35'25'' 
6 = 5825,755 
c = 4753,826 

Composition française. 

a Quand on travaille sur les grandes matières, a dit Mon- 
tesquieu, il ne suffit pas de consulter son zèle, il faut encore 
consulter ses lumières : et si le ciel ne nous a pas accordé 
de grands talents, on peut y suppléer par la défiance de soi- 
même, l'exactitude, le travail et les réflexions. » 

On appréciera et on discutera cette pensée, on en fera 
valoir tous les termes, et on recherchera quelle en est la 
portée pratique. 

Lavis (3 heures). 

Faire à l'encre de Chine, à teintes plates, le lavis d'une 
sphère (dépolie, ou mi-polie, à volonté), se détachant sur 
un fond gris, dégradé de haut en bas. 

JOUAIfAL DB MATH, SPÉC. i883* 7. 
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On se conformera aux cotes indiquées, en millimètres, 
sur le croquis ci-joint. 




'^s:- 



La sphère sera éclairée par le rayon ordinaire à 45". 

Le croquis indique la manière d'obtenir rapidement 
quatre points (a, m. n, b) de la séparatrice d'ombre et de 
lumière ■ 



ECOLE POLYTECHNIQUE 

(Composllion de mathématiques da 20 juin 1883.) 



On donne une parabole F et une droite D. On demande le 
lieu des points tels que les tangentes menées de ce point à la 
parabole forment avec la droite D wn triangle de surface donnée. 
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1. -*- Recherche de réquation du lieu. — Prenons 
pour axe des y la droite donnée et pour axe des ùs le dia- 
mètre conjugué; Téquation de la parabole est alors (*) 

y^ = 2p{x — a) 

Le faisceau des deux droiteâ IP, IQ qui déterminent avec 
Oy un triangle IPQ de surface donnée a pour équation 
(t/» — 2px + 2pa)(P, — 2paL + 2jpa)=(py '—pX'{' 2ap — pa)" 




a,p désignant les coordonnées du point I. Les longueurs OP 
et OQ sont les racines de Téquation 

(t/« + 2pa)(p, — 2pa + 2pa) = i^y + 2Qp — p^Y 

ou 2t/* (ot — aj + 2pJ/ (2a — a) + pa« — 20p* = G . 

On a donc 



MkiiiaMMiAi*«idMla 



HM^ 



(*) p, dans ce calcul, ne désigne pas, bleii entendO) le périmètre dd 1« 
parabole* 



PQ: 
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_ ^/p^ (20 — g)* — 2 (P — a){p»' — 3 



OU, après réduction, 
PQ = - 



. Z^. _ 2p (et — O). 



La surface du triangle IPQ, surface qui est donnée et que 

nous désignerons pari»', est égale a . 

Or l'on a IH=asin8. 

On peut donc poser 



i' {* — a) = n.' sin' i/p* — ^P ("■ — «) 
ou, en rendant d, p coordonnées courantes, 

4m' {x — a)* = x' sin' 8 ( y' — 2/) (ce — a)\, (A) 
C'est l'équation de la courbe. 



2. — Examen du cas où a =: o. — L'équation que nous 
venons de trouver représente une courbe du sixième degr^, 
mais elle n'est que du quatrième degré quand on suppose 
a =0. 11 faut pourtant observer que l'on supprime alors 
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la Eolulion x* = o. Cette solution sîngulifere s'explique 
d'ailleurs en remorquant que les tangentes, issues d'un point 
de l'axe des y forment un triangle dont la base est infinie et 
la hauteur nulle. Nous examiaerous d'abord ce cas particulier. 

L'équation du lieu est 

y'x' sin* 8=3 (2m* + P^;* sin* ô). 

D'ailleurs, l'équation (A.) prouve que la courbe est, dans 
tous les cas, extérieure à la parabole donnée et que celle-ci 
est une parabole asymptote. La courbe a doue la forme 
qu'indique la figure ci-joinle. La tangente parallèle k l'axe des 
ac, ne pas peut se construire avec la règle et le compas; elle.cst 

donnée par l'équation __ 

' psiu'e 
calculer avec telle approximation que l'on veut. 



K3 ., valeur que l'on peut 



Dans la figure (2), on a pris OR : 



-i-l 




*3. — Examen du cas où l'on suppose a > o. — 

L'équation (A) éLaut écrite sous la forme 

y'sc'sin'O = 2(0; — a) j pœ'sin'ô -j- 21»' (x — a)\ 



n 
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on peut observer que la discussion qui est relative aux formes 
différentes de la courbe porte principalement sur la réalité 
des racines de Téquation 

pa5*sin*ô -j- 2m^cc — 2m^a = o. (B) 

Dans rhypothèse que nous avons faite, a étant positif, on 
voit que cette équation qui est du quatrième degré, et dont 
le dernier terme est d'un signe contraire au premier admet 
deux racines réelles : Tune positive x\ l'autre négative x\ 

La courbe a donc la forme indiquée par le trait ponctué 
de la figure 3. 

4. — Examen du cas où l'on suppose a < o. -^ 

Différentes formes de courbe correspondent à cette hypothèse 
suivant que l'équation (B) a deux racines réelles, deux 
racines égales, ou quatre racines imaginaires. 




Cherchons donc à différenlier les différents cas. L'équa- 
tion (B) peut s'écrire 

CD* + 2fcXa5 — 2Xa = 0. 



en posant 



X =. 



m' 



/)sin'ô 
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En discutant cette équation, par le théorème de RoUe, on 
trouve sans difficulté qu'en posant 

u = 27W* 4* ï 28pa^sinô, 
réquation a deux racines réelles quand u est positif, deux 
racines égales quand u = o, enfin quatre racines imagi- 
naires quand on suppose que u est négatif. 

De cette discussion résultent trois formes de courbe. La 
première est indiquée par la figure ci-dessous. Les deux 
autres ne diffèrent de celle-ci que par la suppression de To- 
vale, qui devient un point double isolé, dans Thypolbèse 
16 = G et qui disparaît complètement quand on suppose 
u <C o. 

6. — Remarcpie relative à un cas particulier. -— 

Le choix que nous avons fait des axes de coordonnées n'est 
pas imposé seulement par la simplicité plus grande qui en 
résulte pour les calculs ; on doit remarquer qu'il était encore 
nettement indiqué si Ton observe, à priori, que, pour des 
raisons évidentes, la courbe était symétrique par rapport au 
diamètre conjugué des cordes parallèles à la droite donnée 
D, cette symétrie étant oblique et définie, au point de vue 
de sa direction, par D. 

Il faut pourtant remai'quer que ce choix d'axes ne peut 
pas être adopté dans le 
cas oli D est un diamè- /^ 

tre de la parabole. Il est 
donc nécessaire d'exa- 
miner ce cas particu- 
lier, et c'est ce que l'on 
fait très simplement 
comme nous allons le 
montrer. 

Prenons pour axes 
la droite D et la tan- 
gente à la parabole en 
son point de rencon- 
tre. Soient a, p les coordonnées d'un point du lieu, le 
faisceau quadratique des tangentes issues de ce point à la 
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parabole est 

(y* — 2px) (p« — 2jpa) = (py — px— pa)« . 
En faisant y = o, on a pour le segment intercepté sur Taxe 

de X, v^P* — 2poL ; l'équation du lieu est, d'après cette remar- 
que, 

j/*sin*ô (t/* — 2px) r= 4m*p*. 

La courbe qui correspond à cette équation a la forme indi- 
quée par la figure. 



ECOLE NORMALE SUPÉRIEURE 



Composition du 25 juin i883. 
Mathématiques. 

On donne la cissoïde qui, rapportée à des axes de coor- 
données rectangulaires, a pour équation 

(05* -f- y^)x -= aj/*. 

Soient x\ j/' les coordonnées d'un point M du plan. On pro- 
pose de former : 1® Téquation du troisième degré qui a pour 
racines les coefificients angulaires des droites qui joignent 
le point aux points de contact des trois tangentes à la 
cissoïde issues du point M; 2® Téquation du cercle qui 
passe par ces points de contact. 

Montrer que, si les trois tangentes sont réelles, le point 
M est intérieur au cercle. 

On considère Tensemble des cercles (0^) dont chacun 
jouit de cette propriété que les tangentes à la cissoïde en 
trois des quatre points où il la rencontre concourent en un 
même point: soit M ce point de concours pour le cercle G«. 

On demande le lieu des centres des cercles C« qui pas- 
sent par un point donné P du plan, ainsi que le lieu des 
points M relatifs à ces cercles. On examinera en particulier 
le cas oii le point P est situé sur la cissoïde et ne fait pas 
partie des trois points communs au cercle Cm et à la cis- 
soïde pour lesquels les tangentes concourent. 

Combien passe-t-il de cercles G^ par deux points donnés 
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P, Q du plan ? Peut-on disposer de ces deux points de façon 
qu'ils appartiennent à une infinité de cercles C^» ? 

Composition du 26 juin 4883. 
Philosophie. 

Expliquer et apprécier les quatre règles dans lesquelles 
Descartes résume sa méthode : 

« La première, dit-il, était de ne recevoir jamais aucune 
chose pour vraie que je ne la connusse évidemment être 
telle ; 

« La seconde, de diviser chacune des difficultés que 
j'examinerais en autant de parcelles qu'il se pourrait et 
qu'il serait requis pour les mieux résoudre; 

« La troisième, de conduire par ordre mes pensées, eu 
commençant par les objets les plus simples et les plus 
aisés à connaître, pour monter peu à peu, comme par 
degrés, jusqu'à la connaissance des plus composés, en sup- 
posant même de l'ordre entre ceux qui ne se précèdent 
point naturellement les uns les autres; 

« Et la dernière, de faire partout des dénombrements si 
entiers et des revues si générales que je fusse assuré de 
ne rien omettre. » 

Composition du 37 juin 1883. 
Physique. 

I. — Théorie du baromètre-balance. Le tube barométrique 
est attaché par le haut au fléau d'une balance. On suppo- 
sera que la section du tube est égale à un centimètre carré. 
Celle de la chambre barométrique est plus grande ; on la 
désignera par a. Le bas du tube est mastiqué ou soudé à 
un manchon soit en bois, soit en fonte, dont la section est 6. 
Ce manchon est le bas d'un tube plongé dans le mercure de 
la cuvette dont la section est c. On établira l'équation d'é- 
quilibre et la condition de sensibilité, c'est-à-dire la varia- 
tion de poids correspondant à une variation d'un millimètre 
dans la colonne barométrique. 
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II, — Un cube de verre d'indice n repose sur une plan- 
chette horizontale noircie. Sur sa base inférieure, on a déposé 
une goutte de suif, et Ton regarde cette goutte par la face 
verticale du cube, opposée à celle qui est tournée vers la 
lumière. £n partant de la verticale et inclinant lentement 
le rayon visuel vers l'horizon, on voit tout d'un coupla goutte 
qui devient très brillante. On mesure alors l'angle du rayon 
visuel avec la verticale, soit a cet angle. On demande x l'in 
dice de réfraction du suif. 

Exemple. Soit» = i,55, a= 65S sin* a = o,8236. 
Trouver x, 

III. — Quelle est la température maximum que l'on peut 
produire parla combustion de l'hydrogène, en supposant que 
toute la chaleur produite soit employée à chauffer les pro- 
duits de la combustion? 

Composition du 28 juin 1888. 
Version latine. 

TOUTES LES PLANÈTES SONT EMPORTÉES AUTOUR DU SOLEIL PAR LE CIEL 

QUI LES CONTIENT 

Sublato omni scrupule de terrae motu, putemus totam 
materiam cœli in qua planetœ versantur, in modum cujus- 
dam vorticis, in cujus centre est sol, assidue gyrare, ac 
ejus partes soli viciniores celerius moveri quam remoliores, 
planetasque omnes, e quorum numéro est terra, inter eas- 
dem istius cœlestis materiei partes semper versari. Ex quo 
solo, sine uUis machinamentis, omnia ipsorum phaenomena 
facillime intelligentur. Ut enim in iis fluminum locis, in 
quibus aqua in se ipsam contorta vorticem facit, si variae 
festucœ illi aqusB incumbant, videbimus ipsas simulcum ea 
deferri, et nonnuUas etiam circa propria centra converti; et 
eo celerius integrum gyrum absolvere, quo centre vorticis 
erunt viciniores; et denique, quamvis semper motus circu- 
lares affectent, vixtamen un quam circules omnino perfectos 
describere, sed nonnihil in longitudinem et latitudinem 
aberrare. Ita eadem omnia de planetis absque ulla difficul- 
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iate possumus imaginari, et per hoc unura cuucta eorum 
phœnomena explicantur. 

B. Desgartbs, 



QUESTIONS D'EXAMENS (1883) 

ÉCOLE POLYTECHNIQUE 



1. — Trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour 
qu'un paraboMde soit équilatére. 

Les notations ordinaires étant adoptées les conditions sont; 

A B'' B' 
H > 0, A = B" A' B = G, et A + A' + A" = o. 

B' B A" 
Cette dernière relation peut être obtenue, soit directement, 
soit en remarquant que si les deux plans directeurs sont 
rectangulaires, on peut considérer l'équation 

A.x^ 4" ^y* "f" A. ^' H" 2Bj/r 4" 2B'rx -}- 2B"aîj/ = o 
Gomme représentant un cône sur lequel on peut placer 
les trois arêtes d'un triëdre' trireclangle ; l'une de ces 
arêtes étant la droite commune. 

2. — Démontrer que Véquation 

1,1 I I 

+ 



X— IX — 3 X — 3 x^— 4 

a toutes ses racines réelles. 

La forme de cette équation montre qu'elle est tout au 
plus du troisième degré. Elle a certainement une racine 
entre i et 2 ; et utie autre entre 3 et 4. La troisième racine 
est infinie ; le terme en oc^ disparait, en effet, quand on 
chasse les dénominateurs. 

On peut aussi remarquer que l'équation peut être écrite 
de la manière suivante 

i I I I 



ou 



X — 3 X — I X — 2 X — 4 

2 — 2 

{x — i){x — 3) (x — 2){x — 4) 
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Cotte combinaison des termes de Véquation proposée met 
en évidence ce fait que celle-ci est du second degré. 

Il est d'ailleurs facile de reconnaître, par les substitutions 
indiquées plus haut, que Téquation 

(x — i){x — 3) + (^ — 2)(û5 — 4) = G 
a ses racines réelles et comprises Tune dans Tintervalle i , 
2, l'autre dans l'intervalle 3, 4. 

On peut, évidemment généraliser cette question et consi- 
dérer l'équation 

,1 T I 

_l_ __ .1.. I . . 1. 1 . . —— ■ ■ ■ ■ ' i ' =^ o, 



X — a X — b X — c X — d 

a, b, c, d désignant des nombres inégaux. 

3. — Est-'il bien exact de dire que Von peut substituer, à la 
suite des fonctions de Sturm, la suite 

f(x), f (x), . . . Î^U) (A) 

quand Véquation f(x) = o, a toutes ses racines réelles ? 

Le programme s'exprime dans les termes suivants : lorsque 
toutes les racines sont i^éelles, on peut substituer aux fonctions 
de Sturm les dérivées successives du premier membre de Véqua- 
tion. Mais il semble qu'il y ait là une légère incorrection, 
que l'on peut mettre en évidence de la manière suivante. 

Disons d'abord que l'incorrection n'existe pas dans le cas 
général, dans le cas ou l'équation proposée a toutes ses 
racines réelles et inégales. Mais la suite de Sturm et la 
suite (A), (la suite de Fourier, comme on la nomme quel- 
quefois) ne donnent pas les mêmes résultats, dans le cas des 
racines multiples et, pour ce motif, on ne doit pas dire que 
l'on peut substituer l'une à l'autre. 

Imaginons, en effet, la suite de Sturm et celle de Fourier ; 
puis cherchons combien l'équation f{x) r= o a de racines 
réelles dans l'intervalle a, p. S'il existe, pour citer un exemple, 
dans cet intervalle, deux racines, l'iine de multiplicité p, 
l'autre de multiplicité q. la suite de Sturm révélera la perte 
de deux variations ; tandis que celle de Fourier signalera 
la disparition de (p -f- q) variations. En d'autres termes, et 
dans le cas ou nous nous sommes placés, les fonctions de 
Sturm indiquent le nombre des racines réelles de l'intervalle 
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a, p ; abstraction faite de leur degré de multiplicité ; la suite 
de Fourier indique le nombre de ces racines, en tenant 
compte de leurs degrés respectifs de multiplicité. En résumé, ' 
deux choses qui ne donnent pas toujours et dans tous les cas, 
des résultats identiques nepeuvei^tpas être substituées Tune 
à l'autre, si Ton n'ajoute pas dans quel cas cette substitution 
est légitime. 

4. — Réduire des fractions algébriques au plu^ petit dénomi- 
nateur commun. 

Cette théorie offre la plus grande analogie avec la théorie 
semblable, et plus connue, de Tarithmétique. 

5. — On donne sur un ellipso'ide un point a, p, y ; en ce point 
on mène une normale ^y à la surface. Quels sont les points de 
r ellipsoïde 9 tels que les normales à la surface en ces points remr 
contrent la normale donnée A. 

Soient x,y\z\ les coordonnées d'un des points du lieu ; on 
a pour la normale, en ce point, 

««(a; -X-) _ 6'(y - y) _ c'(» - z') _ ^,^,^,^ 
X y' z' 

et, pour A, 

« & Y 

On en déduit deux relations entre X et [a, et Ton trouve 

X — a y' — p z' — Y 
6V a*c* a^b* 

X y z ■ 

a p Y 

En retranchant les deux dernières lignes et en transpôr-» 
tant les axes, parallèlement;à eux-mêmes, au point donné 
a,p,y, on a finalement 

yXY(a« — 6») + aYZ(6* — c«) + pZX(c« — a») = o. 

6. — On do'àne un Cylindre de révolution à axe vertical et 
on le coupe par un plan perpendiculaire au plan vertical. Ori 
développe le cylindre sur un plan ; équ^ation du développement dé 
la courbe d'intersection. 



= Oi 
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On sait que cette courbe est une sinusoïde. En désignant 
par R le rayon du cylindre, par a l'angle d'inclinaison du 
plan donné sur la base du cylindre, on trouve 

y = tg a . R . sin— . 

7. — Équation générale des coniques dont on donne une direc" 
tricCy un point et la différence des axes. 

On peut pour répondre à cette question, former l'équation 
dont les racines sont les longueurs des axes; on peut aussi, 
et peut-être plus simplement, remarquer qu'en partant de 
l'équation ... 

{x-^y + {y- pr = (a« + p^) (f- - I y ; 

on exprime que la conique considérée passe par l'origine et 
a» pour directrice, la droite x=z d;d désignant une longueur 
donnée. Il reste seulement à trouver une relation entre a 
et p. 

On remarquera, à cet effet, que l'on a, par des propriétés 
connues, 

"ïï- d (^^ 

et c= — -.=d— *a» (2) 

ce 

Les relations (1) et (2) et l'égalité 

a — b = hf 
qui exprime la condition imposée permettent^ par élimination 
des paramètres a et 6, de trouver une relation entre les para- 
mètres variables a, ^; et les constantes données h et d. 

QUESTIONS tROtOSEES 



6Ô. — «> ^y Y était des entiers (Juëlooiiquës, aucune des 
équations 

d5* — 20iX^ + (a* + 2^ — 5)x^ — 2(ap + 2y)x +p^ — 2f- = Oi 
àî* - 20058 ^ (o^a + 2p — 2)X^ — 2(a^ -J- ^i)^+ P" — 3 Y* = O, 
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x^ — 200;» 4- (a> + 2^ — 8)aî* — 2(ap + 5Y)a? + p«— 5f =o, 
ce* — 2aa?»+ (a« + 2^—1 3)x^ — 2(ap -f" 6y)x4- P* — ôy» = o, 
ce* — 2ax» + (a» -|- 2^ — I o)x* — 2(«p + 7y)x -j- P* — 7Y* = o, 
ne peut admettre de racine entière. 

On excepte le cas insignifiant oîi ^ et y étant nuls à la 
fois, chaque équation admet la racine double. o? = o. 

(S. Realis.) 

67. — a, p, Y, 8, étant des entiers quelconques, et p et y 
n'étant pas nuls à la fois, Téquation 
X* — 2(xoc^ + (a* + 2p + 38 4- i)a;«— 2(ap+3Y)a? + ?•— 3y*=0 
n'a pas de racine entière. (S, Realis.) 

68k — Une ellipse passe par un point fixe A, et touche 
une droite donnée en un de ses sommets. Le rapport de 
Taxe parallèle à la droite à celui qui lui est perpendiculaire 
est m. Par chaque point du plan passent deux ellipses sa- 
tisfaisant à ces conditions. Lieu des points tels que les 
deux ellipses qui y passent soient orthogonales. Dans le cas 
de m = I, on aura pour lieu un cercle et un cercle-polnt« 
Démontrer ce fait par la géométrie élément aire « 

(AmigueSi) 

69i — Des coniques sont circoilscrites à un losange. La 
bissectrice des diagonales coupe Tune des coniques en deux 
points A et B. Du point B^ on mène la perpendiculaire BH 
sur la tangente en A. Lieu du point H. — ^ Lieu des pieds 
des perpendiculaires abaissées d'un point fixe sur la tangente 
en A. — Lieu des pieds des perpendiculaires menées d'un 
point fixe à la polaire d'un point fixe. (Amigu^i) 

70. — On donne en coordonnées rectangulaires un para- 
boloïde ayant pour équation 

ce* 4" y* = ^P^' 
1** Lieu dés foyers des sections parallèles à son axe* 

2** Lieu des foyers des seétions dont les plans sont tangents 

à un cylindre parallèle à Taxe ; — cas oli ce éylindre à pour 

équation _-+^=ii 

ou bien ày* == x^: 
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3** Que doit être ce cylindre pour que la courbe lieu des 
foyer soit sur un autre eylindre représenté par l'équation 

(a?* + !/*)' = ^'y' + bW. (Amigues) 

71. — On place n jetons sur les cases d'un échiquier 
carré de n* cases, de telle sorte qu'il n'y ait qu'un seul 
jeton dans cnacune des colonnes ou des lignes -de l'échi- 
quier. Démontrer que si l'on désigne par Sn le nombre des 
solutions symétriques par rapport au centre de l'échiquier 
on a S2n+i = S^«= 2.4.6 . . . (2n) 

Si l'on désigne par w» le nombre des solutions symétri- 
ques par rapport à l'une des diagonales, on a 

vT = Uf^i + (n — i)ttn-jf ; 
et aussi 

•,n — T -L ^(^~ I ^(^— i)(n— 2)(n — 3 

' 2 2.4 

n(n — i)...(w ~ 5) 

2.4.0 

. Traiter la même question pour les solutions symétriques 

par rapport aux deux diagonales. 

{E. Lucas.) 



L'abondance des matières nous force à remettre au numéro 
prochain la suite de le théorie de l'iuvolution, que nous 
avons dû retarder au dernier moment. 



Le Rédacteur-Gérant» 
E. VAZEILLE. 



IMPIUMfiUlB CENTRALE DBS CHEMINS DE FER. — mPRIHERIB CHAIX. 
RCB BBROBRB, 20, PARIS. — 14492-3- " 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 



169 



THEORIE DE L'INVOLUTION DU SECOND DEGRE 

[Suite, voir page 121.] 



CONSTRUCTIONS GÉOMÉTRIQUES 

La détermination du centre dépend, pour toute involution, 
de la résolution d'une équation linéaire; il est donc possible 
de remplacer le calcul par une construction géométrique 
simple ; en effet : 

Prenez une circonférence, à vo]onLé d'ailleurs, qui passe 
par les points A et B; prenez ensuite, à volonté, une des 
circonférences qui passent par A' et B'; Taxe radical de ces 
deux circonférences viendra marquer sur la droite fixe le 
centre demandé C. 

Remarque. — Cette construction ne suppose pas la réalité 
des couples données (A,B) et A',B') ; tous nos lecteurs savent 
en effet résoudre graphiquement ce problème : mener, par 
un point P pris à volonté sur un plan, la circonférence qui 
passe par les deux points imaginaires communs à une droite 
donnée et à une circonférence donnée. 




Le centre C de Tinvolution étant ainsi déterminé, menez 
par ce centre une droite à volonté CR; puis prenez sur cette 
droite le couple (U,V) de telle sorte qu'il vérifie, pour les 
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grandeurs et les signes, la relation 

eu . GV = GA . GB 
puis par les points U et V faites passer, en les variant d'une 
manière continue, toutes les circonférences possibles; cha- 
cune de ces circonférences déterminera sur la droite fixe un 
des couples (M,N) de Tinvolution ; et la suite continue de 
ces circonférences déterminera tous les segments, soit réels, 
soit imaginaires, de Tinyolution. 

Première Remarque. — Si les points doubles de Tinvolution 
sont imaginaires, les points U et V seront de part et d'autre 
du point G, toutes les circonférences menées p^r U et V 
couperont réellement la droite fixe, et Tinvolution n'aura que 
des segments réels. — Si au contraire Tinvolution a ses 
points doubles réels, les points U et V seront d'un même 
côté du point G; et dans la suite des circonférences passant 
par U et V, il y en a deux qui touchent la droite fixe ; les 
points de contact sont les points doubles de l'involution. 

Deuxième Remarque. — Quand les deux couples donnés, 
(A,B), (A',B') sont réels, l'inégalité 

R<o 
qui produit les points doubles réels, signifie, suivant la ma- 
nière de dire de Gérard Désargues, que les deux segments 
donnés (A,B), (A',B') sont on dégagés Vun de Vautre, ou engagés 
run dans Vautre, 

Troisième Remarque. — Quand on place l'origine au centre 
de l'involution, la relation involutive devient 

uv = constante 
et les points doubles sont : réels, si la constante est positive ; 
imaginaires^ si la constante est négative. 

Quatrième Remarque. — Il semble donc évident que l'on 
peut, au point de vue de la discussion des problèmes, et sans 
compliquer en aucune façon la théorie, distinguer pratique- 
ment : l'involution à puissance positive^ qui a ses points 
doubles réels, et l'involution à puissance négative, qui a ses 
points doubles imaginaires; cette distinction, qui résulte de 
la nature môme du problème, se trouve d'ailleurs amplement 
justifiée par le procédé aussi simple qu'élégant que donne 
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M. ChasleS; pour construire une involution à points doubles 
imaginaires : 

Soit G le centre, eiuv -|- A" = o la relation d'involution 
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S 

relativement à ce centre ; prenez perpendiculairement à la 

droite fixe 

CS = A, 

puis faites pivoter sur le point S un angle droit PSQ; chaque 

position de l'angle droit détermioera sur la droite fixe X'X 

un segment (M,N) de Tinvolution. 

(ilNQUiÈME Remarque. — Dans toute involution, quand Tune 
des extrémités du segment involutif coïncide avec le centre^ 
l'autre extrémité se transporte à- l'infini sur la droite fixe. 

APPLICATIONS 

Théorème. — DeiLx involutions distinctes^ tracées sur une 
même droite^ ont un segment commun. 
En effet, si Muv + N(m + v) + P = o 

Wuv + N (ti + v) + F = G, 
le segment commun est défini par les valeurs de uv et de 
u -j- V qui vérifient ces deux équations; ce qui donne 

__ NP' — PN^ 

•^^"" MN— NM' 
_ MF--PM' 
^ + ^'-' MN' — NM' ' 
donc le segment commun est défini par les racines de l'équa- 
tion 

(MN' — NM') x« + (MF— PM')aî + (NF — PN') = o. 
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La construction du segment commun est donc ramenée à 
construire les racines d'une équation du second degré; on 
peut en donner plusieurs solutions graphiques, par exemple 
celle qui suit : 




Après avoir fixé le segment extérieur UV d'oîi l'on d^j^nit, 
par des circonférences variables, tous les segments de la pre- 
mière involution, on peut choisir U'V de manière à lui don- 
ner une extrémité commune avec UV; d'après cela la circon- 
férence circonscrite au triangle XUU' déterminera sur X'X 
le segment {xv qui est commun aux deux involutions ; ce 
segment, d'ailleurs, sera tantôt réel, tantôt imaginaire. 

Théorôme. — Tout segment d'iine involution déterminée 
divise harmoniquement le segment limité par les deux points 
doubles. 

Ce théorème résulte immédiatement de cette proposition 
connue, à savoir : la division harmonique, quand on met 
Torigine au milieu du segment à diviser, entraîne la relation 

UV = k*. 

Thôorôxne. — L'involution est projective ; cela résulte 
immédiatement du théorème précédent. 

Définition. — Deux droites associées, OR, OR', qui 
pivotent ensemble sur un point fixe G, sont dites se déplacer 
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en involution, si leurs traces sur u^j^ même droite fixe se 
déplacent en involution ; — il en résulte, en se fondant sur 
le théorème qui précède immédiatement, que, si Ton prend 
le pivot pour origine des coordonnées, les coefficients 
angulaires des deux droites sont liés par une relation de la 
forme qui suit 

g . mm + H'"^ + m') + fc = o. 
On peut dire aussi que ces deux coefficients angulaires 
sont les racines variables d'une équation du second degré 
ayant la forme : 

A{iL« + BfjL + G -f X(Ay + B'fA + C) = o- 

Théorème. — Quand deux droites, mobiles ensemble autour 
d*un point 0, se déplacent en involution, si le point appartient 
à une conique, la droite PQ, joignant les intersections des diBux 
droites avec la conique, pivote sur un point fixe. 

En effet soit Torigine des coordonnées au pivot ; l'équa- 
tion de la conique sera 

Afic» + 2Baîî/ + Gi/« + ^Doî + ^Et/ = o ; 




et si nous désignons par 

<*^ + V!/ + w; = Q 
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réqualion de la droit^Q, le système des droites OR, OR', 

aura pour équation 

u)(kx'' + 2Bxy + Cy*) — 2(Da? + Et/) {ux -f tn/) = o 

ou bien 

G = {kw — 2l>u)x« -f- 2(Bu? — Ew — 'Dv)xy + (Cu? — 2Et;)y« 

. , Eu + Dv — Bu? 
alors m + wi = - 



et wiwi-' = 



Cic; — 2Et; 
kw — 2Du 



Ct^ — 2Et; ' 
il s'ensuit que la condition d'involution devient 
g{kw — 2Du) + A(Ew + Dv — Bt^) + h(Gw — 2Bv) = o 
ou bien 

(Eft — 2Dg)u + (D A — 2E A> + \,kg + C A — B A)m; = o ; 
or cette relation est linéaire et homogène entre t*, v, w\ 
donc le théorème est démontré. 
Dans le cas particulier ou Ton a 

A = o, 3 = A, 
ce théorème devient le théorème si connu de Frégier. 
Remarque. — La relation involulive 

g . mm + h{m + wi) + A; = o 
se rencontre, en particulier, pour les couples de diamètres 
conjugués d'une même conique; donc le théorème précé- 
dent est applicable à tous les systèmes de diamètres con- 
jugués d'une conique, quand on leur mène des parallèles 
par un point fixe d'une conique prise à volonté. 

(A suivre.) 



SUR L'EQUA^TION DU TROISIÈME DEGRE 

F 

Par M. Edonard liucas» 



La méthode de résolution de l'équation du troisième degré 
dont il est question dans les deux numéros de mai et juin 
paraît due à Twining, qui l'a publiée en 182S dans Y American 
Journal of Sciences and Arts (p. 86) ; elle date donc de plus 
d'un demi-siècle. Elle a été exposée aussi, d'une manière 
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bien différente et fort remarquable par M. Hermite dans la 
théorie des formes cubiques binaires. Nous donnerons d'a- 
bord la méthode de Tauleur américain; nous montrerons 
ensuite comment Ton peut passer de la méthode de Twining 
à celle de M. Hermite par l'emploi des formules d'Euler sur 
les formes homogènes; nous indiquerons rapidement la 
méthode de M. Hermite et les applications que Ton en peut 
faire, 

I. ^ Méthode de T'winlng. — Soit 

f{x) = ax^ + 3bx^ -f" 3cx -\- d = o (i) 

réquation donnée; posons a; = 5J + X, l'équation prend la 
forme az' + 3Ba* -f 3Gj5 + D = o, (2) 

dans laquelle B,C,L sont des fonctions de X. Déterminons 
X par la condition BD = G*, l'équation (2) devient, en rem- 
plaçant D par G* : B et en multipliant par BG, 
aBGz* + 3B«G3« + 3BG*z + G* = o 
ou encore 

(Bj5 + G)» — (B» — aBG)z» = o, 
d'où Ton tire, en désignant par j une racine cubique de 

l'unité, 

Bz + G = jz^B^ — aBG. (3) 

Quant à Téquation BD = G*, elle donne après tous calculs 
faits 

(ac — 6«)X* + (ad — 6c)X + 6d — c« = o ; (4) 
c'est la réduite du second degré qui détermine X ; on tire 
ensuite z par l'équation (3), et finalement x par js + X. 

Telle est la méthode de l'auteur, qui fait observer qu'elle 
ne s'applique pas lorsque l'équation proposée â une racine 
double. 

XI, — Laissant de côté la discussion de l'équation, nous 
allons montrer comment on arrive à la méthode de M. Her- 
mite. 

On a, par le théorème de Taylor, 

remplaçons X par X : (x, et soil 

/•(X,ix) E aX» + 36XV + 3cX|x« + djx», 



176 JOUUNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

réquation réduite BD = G* s'écrit : 
Mais on a, par le théorème d'Euler, 

et, en remplaçant dans l'équation (S), il vient après avoir 
divisé par (**, 

n\r^y. - (/\^' = o. 

Ainsi la réduite (i) s'obtient en annulant le hessien de la 
forme cubique. Ce résultat se vérifie directement, puisque 

ron a -i- f\-^ = aX + 6|x, 

"5- Txpi = 6X + C(x, 

III. — Théorème de M. Hennite..— Toute forme 
cubique à deux variables est la somme des cubes de deux fonc- 
tions linéaires que Von obtient par la décomposition, en facteurs, 
du hessien de la forme proposée. 

En effet, soit 

f{x.y) = (CLX + (3t/)» + (acr + fy)\ ^ 
et désignons pour abréger qlx + ^y par u et olx -|- p'y par 
V, on a 



3 
I 









enfin 



H = 



= 36(ap' — pa')*wr. 



i XX I xy 

I yx I yy 

Ainsi w et i; sont proportionnels aux facteurs linéaires du 
nessien. c. q. f. d. 
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Ce théorème a été étendu par M. Sylvester aux formes 
de degré impair. (Théorie des formes canoniques,)^ 

IV. — Application à l'équation privée du second 
terme. — Soitréfiualiou 

dans laquelle l'inconnue est x: y. On a 

TT 

et -j^ = x {px-}- 2qy) — pY^ 

Si Ton décompose en facteurs le tiinôme 

px'^ -f- 2qxy — phf^ 

on a en posant R = ^q^ -{- P^ 

u = poj + y (7 — R), V = ^03 + 2/ (7 4- R), 
et Ton remplacera Téqualion proposée par 

m [p'c + y (7 — VCJY + n [px + 2/ (7 + R)l = o ; 
on détermine le rapport m : n en annulant le coefficient de 
xhj, ce qui donne 

„j(^_R).+ n(7 +R)=:o; 
donc réqualion proposée peut s'écrire 



u^ v^ 



= o; 



et Ton a 



g _ R g -|, R 



px-yy{q+R) ' f R + g • 

On retrouve facilement la formule de Cardan en posant 
y=i, R-7=:MS R + ?=-N«, 

et choisissant M et N de telle sorte que MN = — p, 

V. — Application à la physique. — La méthode 
piécédente est de beaucoup préférable à la méthode de 
Hudde. En effet, il arrive souvent dans les questions do 
physique que les équations du troisième degré auxquelles 
conduisent cerlains problèmes se présentent sous la forme 
canonique u' 4^ v* = o. Ainsi, par exemple, dans ce pro- 
blème d'aérostatique : 

Connaissant Vépaisseur e d'un ballon de densité D contenant 
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un fluide de densité o, et plongé dans un fluide de densité A, 
dét€i*miner le rayon intérieur ^du ballon pour qu'il y ait équilibre. 
L'explication du principe d'Archimède donne 
cc»8 + [(x + e)» — a;^] D = (jc + 6)»A 
ou bien x\J) — 8) = (a? + e)» (D — A), 



et finalement = y -r^r 

X ' D — 

VI. — Problème. — La forme canonique du polynôme 
général du troisième degré permet d'étudier -plus facilement 
]es propriétés de ces polynômes. On peut ainsi appliquer le 
théorème de M. Hermite au problème suivant qui a été donné 
au concours général, il y a quelques années ; 

Soit réquation du troisième degré 

ax^ + 3bx* + ^^^ -|- d = ; 
on pose y = mx* + 2?iaî + P> 

et Ton demande de déterminer les coefficients m, n,p de telle 
sorte que l'équation en y obtenue en éliminant x entre les 
deux précédentes admette les mêmes racines que l'équation 
proposée. 

Ce problème est assez difficile à traiter directement; on 
commence à résoudre la question sur l'équation 

js' + I = o, 
et l'on applique ensuite les théories précédentes. Nous lais- 
sons au lecteur le soin de développer les calculs. . 



SUR L'ÉQUATION DU QUATRIÈME DEGRÉ 

Par JM. Edouard liucaii. 



Le même auteur Twining a donné une méthode de résolu- 
tion de l'équation du quatrième degré que nous exposerons 
encore. 

Soit l'équation 

ce* + 4^^' + 6cx' + 4dx -f- e = o ; 
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séparons les termes de degré impair 

4bx^ + 4^ = — ^* — 6cjc* — e ; 
multiplions par Findéterminée X et ajoutons x^ aux deux 
membres 

X* + 4bXx* + 4dXa? = (i — X) ac* — 6ckx^ — eX, 
ou bien 

(x^ + 26Xa? + -^y=aî* (i — X).+ 2cc«(26*X« + 4 — 3cX) + 

Exprimons que le second membre est un carré parfait, 
on obtient une équation du quatrième degré en X, privée de 
terme tout connu. Divisons par X et posons 

~ 26»"' 

on a la réduite 

z^ — 6cz* + z {4bd + 9C« — e) + 2 (d* + b^e — 6bcd) = o, 
et l'équation proposée devient, avec e = dz i, 

bx^ + zx + d—tx^ |/a* — ^.4-e y d* -^ —. 

Il y aurait lieu de développer cette méthode, de la discu- 
ter, d'exprimer s en fonction des racines de la proposée, et 
de montrer comment ou peut la déduire de l'équation aux 
sommes des racines de la réduite de Ferrari. 



ECOLE POLYTECHNIQUE 

Questions d'examen (1883) 
[Suitey voir page 163). 



8. — On propose de conshiiire la courbe 

y = y/x^— I — v/x* — I (1) 

Nous supposons d'abord que les radicaux soient pris avec 
leurs signes explicites ; y est alors une fonction bien déter- 
minée et l'on peut étudier sa variation quand x varie de 
I à 4" «>.Mais ici se présente une difficulté. 
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Lorsque x varie de i à -|- oo il est inconleslable que y a 
une valeur réelle; si, au contraire, x varie de — i à + i les 

deux expressions v/a:^^ — i, \^x^ — i sont Tune et Taulre 
imaginaires. Est-on certain que la différence de ces expres- 
sions est aussi une expression imaginaire? Ne pourraient- 
elles pas èlre delà forme a + ^>^a' + f^ ? On peut donc se 
poser cette question : Chercher si y admet des solutions réelles^ 
quand x varie de — i à + i • 
A cet effet on peut écrire Téquation sous la forme 

[u — \/x- — \Y =z X^ I 

ou y' + 6j/%r^ — i) + (.r^— i)' — .x* + i 

= 4i/v/a;'^-i(,r^ +2/^-1) (2) 

Si l'équation (1) admettait une solution en nombres réels, 
x\ j/'; X étant inférieur à l'unité; cette môme solution 
vérifierait l'équation (2j. On voit que cette hypothèse est 
généralement inadmissible, parce que, d'après l'équation (2), 
y/^'2 — I serait une quantité réelle. 

Mais la conclusion précédente est inexacte dans le cas 
parliculier où la solution considérée a?', y' vérifie réquation 
a;* -|- y« — I = o et nous allons montrer qu'il existe quatre 
points doubles isolés dans la région du plan comprise entre 
les droites ce = + i, points situés sur le cercle 

x^-\.if— i = o. (3) 

En effet, cherchons l'intersection de la courbe donnée 
avec ce cercle. L'équation (2), en tenant compte de (3), 
devient y' — 6?/* + t/* - (i — y^Y + i = o 

ou yi^y"- — 2) = o. 

Uhypothèse j/ = o donne les points A,a situés sur ox\ 
mais en prenant j/^ := „, on a quatre points doubles isolés, 
points dont les coordonnées sont 

x = ± |/ y^ y = ± l^y. 

Ce résultat peut être obtenu autromenl. 
Posons 

(A) v/^*' — ï = P'' v/^'* - i = {^'i (B) 

et aussi \^'x' — i =:\/pr= a+ ^À (Cj 
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Dans les égalités (A) et (G) nous avons,à dessein, donné 
à i le même coefficient p. 

On a d'abord pï = x« — p« -f 2api, 
par conséquent 

lî' = 2ap et a«— p2 = o. 
En prenant a = p, on a p' = 2p*. (D) 

D'autre part les égalités (A) et (B) donnent 

a:' — I = — j52 

ce* — I z= — p'% 
et,. par suite p* + p — 2p* = o. (D') 

Les égalités (D) et (D') conduisent à la relation suivante 

(3*(5p2 _ 2) = o 

et comme p n'est pas nul, on a, finalement, 

De celte valeur de p on déduit, comme tout à Theure 

3 

et r = f . 

On peut, d'ailleurs, vérifier que Ton a bien 

les radicaux élant pris avec les signes explicites. Cette éga- 
lité revient en effet à celle-ci : 

\/ 2 = \/ — 2 — V^ — l6, 

dont la vérification est évidente. 

Le point délicat que nous venons d'examiner se présente 
dans un grand nombre de courbes» par exemple dans la 

suivante y =z x \/ i — x^ -}- \/ x -^ x^ 

qui a été également proposée et sur laquelle on pourra ré- 
péter l'un ou l'autre des raisonnements qui précèdent. 

Revenons maintenant à la courbe (1). On reconnaît que 
l'équalion (1) donne un bras de courbe ABC, quand x varie 
de là-}- «>; et le bras symétrique apy, quand œ varie de 

T à 00, 
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L'équalion dérivée admet une racine entre i et 2 étoile 
n'a pas d'autre racine réjelle; enfin pour a? = 00, en changeant 

X en — on voit facilement que la limite de y est égale à zéro. 
oc 

En prenant Téquation 

y = y/ a;' — 1 + y a;* — i 
on a un bras de courbe AD et son symétrique aS. Ils admet- 
tent pour asymptotes, respectivement, les droites y = 2X, 




y = — 2x et la courbe, quand on donne, aux radicaux suc- 
cessivement les signes -(-et — , a la forme générale indiquée 
par la figure. 



9. — Décomposer la fraction irréductible 



a«b? 



en fractions 



m 



n 



de la forme— , et — . On suppose que a et h sont des nombres 
a 1) 

premiers et que Von a 

o<ni<a, — b<u<b, h<a, h'<p. 
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Nous allons montrer que Ton peut toujours établir l'égalité 

P; Wj, . . . Wa ; n^, . . . Wi3 étant des nombres entiers. 
On a en effet 

A ^1 r ^ ^ n 

0*6^ "" a« L a*6^ "ô*" J 
A a; , A — xb^ 

ou T- = (\\ 

Disposons maintenant de a? de façon à vérifier Tégalité 

A 1= irfei^ + aj/. 

C'est une équation indéterminée du premier degré, etcomme 
a et b^ sont premiers entre eux, on sait qu'il existe une infi- 
nité de valeurs entières d'à; et d'y représentant une solution 
de celle équation. Soit a?' j/' cette solution, choisie de telle 
façon que Ton ait as' ]> o : cette condition peut toujours être 
vérifiée; on sait pourquoi. 

On a donc A = cc'63 -}- oy' 

et régalité (1) devient 



Nous avons dit que x était un nombre positif; s'il est 
plus petit que a, la première fraction est obtenue ; sinon 
on divisera x' par a et l'on aura 

X =aq -\- iWi (mi < a), 

L'égalité (2) devient alors 

'"h , 2/' 



ou, finalement, — — = -^ + V^ ; (3) 

égalité dans laquelle m^ désigne un nombre entier positif et 

inférieur à a, 

A 
On p.ut toujours supposer que r- est une fraction pro- 

a*6P 
prement dite; s'il n'en était pas ainsi, on effectuerait -la 
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division et Ton obliendrait la partie enlière que nous avons 

désignée par P. 

A 

Ainsi régalité (3) permet de mettre la fraction sous 

aHP 

Vît A 
la forme arithmétique — - — | -j-— , A étant positif ou 

a* a* bP 

négatif. En appliquant successivement cette propriété on 
obtient l'égalité suivante 

A ^1 j_ ^2 I ^^ ma , B 

a«6!3 aa — ^a-i • • • — ^ _ ^^ • 

Si B est plus grand que 6, pour décomposer la fraction 
, on divisera d'abord B par 6, ce qui donne 



63 

B = 6gf, + ?îi 

et» par suite ■ — —= — -- A ^-—r . 

- ^ b? b^ b^"' 

Si Ton a Çi < 6 le développement est effectué ; sinon, on 

divise q^ par b et, en poursuivant ces calculs bien connus, 

on déterminera successivement les coefficients n. 

10. — Démontrer que la décomposition précédente n'est pos- 
sible que d'une seule façon lorsque les coefficients metn sont 
positifs. 

Admettons que Ton ait trouvé par deux. procédés différents 

a«63 ~ ^ a^ ^ a- 1- ••• -î- ^p -t- ^p-i i- ••• 
et 

a%P aa a bP bP 

Les coefficients m, r étant positifs et inférieurs à a, et les 
coefiBcients n et s, positifs et inférieurs à b, nous allons 
montrer que ces coefficients sont égaux, deux à deux. 
En effet; considérons l'égalité 

a b a b 

et multiplions les deux membres par a^'^^b • 
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(mi — 7'i)6/3 

on a — ^— ^^ ^ — = N, 

a 

N désignant un nombre entier que Ton peut supposer 
positif; a étant premier avec b , cette égalité exigerait que 
Wi — r^ fût divisible par a. Celte hypothèse n'est pas ad- 
missible, les nombres m^ et r^ étant, Tun et Taulre, positifs 
et inférieurs à a. 

Ainsi Ton a m^ = r^. Ce point étant établi, on voit com- 
ment, de proche en proche, on vérifie l'identité des deux 
développements. 

11. — Surface du triangle sphérique dans une sphère de 
rayon R. 

En désignant par S la surface du triangle et par A, B, G 
les angles, on sait comment on est conduit à l'égalité 
2S + 2TzB} = fus A -[- fus B + fus G 

D'ailleurs fus H = 27uR« f — ^^ 

\ 180 / 

on a donc S = ?cR* ( ■ — ^— ' i j. 

C'est la formule demandée, formule dans laquelle A, B, G 
désignent les angles du triangle exprimés en degrés. Cette 
formule est employée en géodésie, avec cette différence 

légère que le rapport — 5< "" ^^^ exprimé en secondes; 

l'excès sphérique des triangles considérés à la surface de 
la terre étant toujours assez petit. 

12. — Équation d'un paraboh'ide de révolution qui a pour 
trace l'ellipse z = o, b*x* + a«y* — a«b* = o. 

On peut partir de l'équation 

b*x^ -f o*j/* — a«6* -f- z{(xx + pî/ -f- y5f + 8) = o 
pour exprimer : 1® que la surface est de révolution ; 2® que * 
cette surface est un paraboloïde. 
En posant comme toujours 

a^—b^ =c« 
on trouve 
(ûj, j/, z) = b^x^ 4- a^y* + c'jï* ± 2bc;$x + Zz — a"6* = o. 
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Il est facile de vérifier: i^ que c'est un paraboloïde ellip- 
tique, parce que l'on a 

f {x,y, z) = ay + {bx ± cz^ + (Zz — a«6«) = o, 
équation d'un paraboloïde elliptique, sauf pour 8 = 0; 
2® que cette surface est de révolution, parce que son équa- 
tion peut s'écrire 

a*(x* + !/" + «•) + 8z — a*6* — (ca. ± bz)^ = o. 



NOTE D'ALGÈBRE 

Par M. Poujade, professeur de mathématiques spéciales au Lycée de Lyon. 



DÉCOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES, CAS d'uNE RACINE 

IBfAGINAIRE MULTIPLE 

On sait que si f{x) = (x* + px -f- q)^f(x) on a 



f{x) (a?« + px + ç)»» <p(a?) • 

En supposant F et f premiers entre eux, 9 premier avec 
œ* + JP^ + ?» P^is désignant par Q (x) un quotient entier, 
P (x) un polynôme de degré inférieur à 2n et premier avec 
X* -j- px -\- q; 

Si Ton divise P (x) par x* -^ px -\- q — jï, z étant une 
constante arbitraire il vient 

P (x)= {x*-{-px-\-q — z)S (x) + aa?+ p 
S (x) désignant le quotient, polynôme entier en x et en z, 
OLX -}- ^lè reste où a et p sont des fonctions entières de z 
du degré n — i au plus. Ce point se constate en remar- 
quant que dans la division z apparaîtra au premier degré 
dans le troisième coefficient du quotient et au deuxième 
degré dans le reste, puis au deuxième degré dans le cin- 
quième terme du quotient avec reste du troisième degré 
en Zf etc. 

L'égalité ci-dessus a lieu pour autant de valeurs distinctes 
de z qu'on voudra, donc c'est une identité et Ton y peut 
faire z = x* -]- px -^ q. Mais nous avons 
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et il est visible que a», Pn ne peuvent être nuls à la fois ; 
sinon ax + p s'annulant pour ;5 = o, P (x) serait divisible par 
x*-\-px -}- q contre l'hypothèse. Ainsi on a enfin, quel que 
soit X : 

P {x)= a„a; + p„ + (on-icc + p»-i)(a?' +poc + q) + ... 

+ («1^5 + pi)(a?« + pa? + g)~^. 
Par suite pour la fraction correspondante : 

P(a?) _ y-nX 4- p, an-iog + Pn-l 

(x* -{-px + qY (a;* +pa; -f- ?)* (^* + px + ç)""* 

OCjÛg + Pi 

x* + p^ + î 
C'est la forme de développement qu'il s'agissait d'obte- 
nir. 



QUESTION 4 

Solntion par M. Kœhler. 



Une corde PQ iune ellipse est normale en P; trouver le 
minimum de cette corde^ et démontrer que, si PQ est minimum^ 
le centre du cercle osculateur en P est le point Q. étant le 
pôle de PQ, montrer que, si OP est minimumy le pôle sera situé 
sur la seconde tangente commune à Vellipse et au cercle oscu- 
lateur en P. 

La normale PQ au point P de l'ellipse a pour expression 

4 o'6* (a» sin* co + 6* cos' o))' , ^ „ i 

N» = , , \ • T-Ti a M » ®^ appelant <i> 1 angle 

(a* sm' (I) + 6* cos* a))» '^^ 

excentrique pour le point P. En dérivant. par rapp'ort à c» 

on trouve l'équation 

tg« (D fa* — 2a»6») + 6* — 2a*6* = o, 

3 i/3a'6* 
et par suite N = — 5-. C'est précisément la valeur du rayon 

. _ . ^T^ (a* sin" 0) + 6* cos» w)* 
de courbure au point P, qui est R = , 
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La distance du point P a'u pôleO de la normale est donnée 
par la formule facile à établir 

, 7rF.2 fl' sin* 0) + 6* cos" o))' 

c*. OP* = —-^ — i , 

sm* (0 cos* (1) 

Pour trouver le minimum on a Véquation 

angto + 2cHg*(o — fe« =o. 

Cela posé, on trouve pour le coefficient angulaire de la 

tangente à l'ellipse au point Q la valeur 

b cos (0 (c* sin' co — 6*) 



a sin CD (c* cos* o) — a*) 



o» 



Soient (x ,v') les coordonnées du pôle 0, savoir x = —- , 

^ '^^ i- ' c»cosw 

y' = : — : ; soient (a, 6) celles du centre 4© cour- 

^ c* sm 0) ' ^ ' "^ 



c* 



bure C, savoir a = — cos' co, S = -7- sin' w. 

a 

Les coefficients angulaires des tangentes au cercle issues 
du point se trouveront en exprimant que la droite y — tf 
— m{x — x) = o est distante du centre G de la longueur 



3_ 

2 



m' 



_ (a» sm« (d + 6» cos* w) ^ j .^ 

R = -^^ — ^— . On doit avoir 

ab 

[p — y' — m (a — a?')p = R« (i + m»), 

ou en développant 

j r/c* cos' 0) a* y (a* sin* w+è* cos* cd)* 1 

^ L\ ô c* coô / 0*6* J 

/c* cos' (0 a' \ / 6' . c* sin' (i>\ 

\ a c* cos 0)/ \ c* sin w 6 / 

/ 6' _ c* sin' (0 y _ (g* sin* co — fr* cos* (o) _ 

'^\c*sin<o 6 / 0*6* ^' 

Le produit des deux valeurs de m est 
cos* (0 r a*(c* sin* o) — &^) * — c*sin* (o(a* sin* (o -f- ft* <^Qs* <o)' "] 
sin* (0 L6*(c*cos*o)-=-a*)* — c* cos* (o(o* sin* (0 + 6* cos* u))»J 
et comme Tune d'elles doit être le coefficient angulaire de 

la tangente OP, c'est-à-dire , on trouve pour le 

b cos (0 
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coeffici^lde la seconde tangente 

a cos 0) r a* (c* sin* w — 6*)* — . . . 



m" 



r g' (c* sin* co — b'f — - ■ ] 
L6« (c* cos* 0) — o*)* — ...J 



6 sin o) L 6* (c* cos* w — o*)* 
Exprimons maintenant que m est égal au coefficient de la 
tangente à l'ellipse en Q ; nous aurons les conditions pour 
que la tangente commune passe par le pôle de la normale. 
On trouve 
a*(c*cos'a) — a*)(c*sin*a) — 6*)*— 6*(c*sin*(i) — 6*)(c*cos*a) — a*)* 

= c* (a» sin> a> + 6« cos* w)» 
X [û* sin* (o (c* cos' 0) — a*) — 6* cos* w (c* sin* w — h)\ 

Mais on a 
c* sin* ù) — 6* = (c* sin* w — 6*) (a* sin* (0 + 6* cos* w) 
c* cos* .0) — a* = (c* cos* 0) + o*) ( — a* sin* co — 6* cos* w) 
On peut donc diviser les deux membres de l'équation pré- 
cédente par (a* sin* o) + 6* cos* w)*, et il resté 

a* (c* cos* O) — a*) (c* sin* w — 6*)* 
— &* (c* sin* (O — 6*) (c* cos* o> + a*) 
= c* (o* sin* (0 + 6* cos* w) (c® cos* <o sin* w + 6® cos* w 

— a* sin* (o) 
ou, en conservant seulement les puissances de sin <o : 
— c« (a* + 6*) sin« w -|- 36*c« sin* (o— 6*c* sin*(o (a*— 6o*6*4-6*) 

— c*6« (2a* — 6*) 

= c* (c** sin* (0 + 6*) [6« + (c« — 6« — a«) sin* oi — c« sin* w] 
On peut encore diviser les deux membres par c* sin^ (o 
+ 6*, et il vient, 

— c* (a* + 6*) sin* w + 6* (a* + 6* + 36*c*) sin* w 

— 6* (2a* — 6*) 
= — c* sin* (O -f- sin* o) (c* — 6* — a^) + 6' 
ou enfin c* sin* <o — 2a* sin* (0 + 6* =0. 

Passant du sinus à la tangente, on retrouve Téquation 
a*tg* (O -)- 2C* tg* (O — 6* = o, qui doit avoir lieu pour que OP 
soit minimum. 
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QUESTION 6 

Solution par M. H. Ferval, élève aa Lycée Henri IV (classe de M. Macé 

de Lépinay). 



Si dans une équation. A, B, C, D désignent quatre coefficients 
consécutifs positifs, ou tels tout au moins que AG soit positif ; 
si l'on a BG = AD, Véquation proposée a des racines imaginaires. 

Si Ton multiplie le premier membre de Téquation con- 
sidérée par Ba? — G ; dans Téqualion obtenue n'existera pas 
la puissance de ce, dont B élait le coefficient, et les coeffi- 
cients des termes qui limiteront la lacune seront 

B« — AG et BD — G«. 

Or, en vertu de la relation BG= AD, l'expression B* — AG 

BAD A 

peut s'écrire —- AG ou -ttIBD — G«); 

AG étant > o, par hypothèse, la nouvelle équation présente 
une lacune d'un terme entre deux termes de même signe ; 
elle a donc, ainsi que la proposée, au moins deux racines 
imaginaires. 



QUESTION 47 

Solatioit par M. H. Ferval, élève au Lycée Henri IV. 



Lorsque cinq coefficients consécutifs d'une équation sont : 

A, B, G, 2B — A, 2G — B, 
Véquation a des racines imaginaires. 

Désignons par flp, Op^i ... a^-», les cinq coefficients A,B,C, 
2B — A, 2G — B, de l'équation considérée ; ces cinq coeffi- 
cients satisfont aux deux relations : 

a — 2a^_^ + a^_^ = o 
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En multipliant le premier membre de l'équation par l'ex- 
pression 1 — 20? + 03', 

qui, égalée à zéro, n'admet que des racines réelles, on 
obtient une équation présentant une lacune de deux termes, 
les puissances de x dont A et B étaient les coefficients res- 
pectifs venant à manquer; l'équation nouvelle et par suite la 
première ont donc au moins deux racines imaginaires. 



QUESTION 48 

Solution par M. H. Feryal, élève au Lycée Henri IV. 



Lorsque quatre coefficients consécutifs d'une équation sont : 

+ 3A — A — A + 3A, 
Véquation a des racines, imaginaires. 

En désignant par Op, Up-u o,p-2y (ip-39 ces quatre coeffi- 
cients consécutifs, on voit qu'ils satisfont aux deux rela- 
tions ap -|- 2ap_i -|- «p-2 = o 

dp-i + 2ap_2 -f- ap^ = o. 

Si l'on multiplie le premier membre de Téquation par 
I + 20; -f" ^' 0^ (ï + ^)*> on fait disparaître les puissances 
de X qui avaient pour coefficients respectifs ap et ap_i; l'é- 
quation obtenue, ainsi que l'équation considérée, aura donc 
au moins deux racines imaginaires. 



QUESTIONS PROPOSEES 



72. — On donne une parabole P, rapportée à ses axes 
ordinaires; par le pied de la directrice, on mène une trans- 
versale qui rencontre P en deux points A, B ; soit C le cercle 
qui passe par ces points et par le foyer de P. 

Lieu des centres des cercles G. Ce lieu est une parabole 
cubique. 
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Enveloppe des polaires de rorigine. Cette courbe est une 
cubique unicursale. 

Enveloppe des cercles G; on trouvera une quarlique à 
point triple. 

Par le pied de la direclrice on mène deux droites rectan- 
gulaires A' et A' ; soient G' et G' les cercles correspondants; 
trouver le lieu des points communs à G' et G"; ce lieu est 
une quartique passant doublement parles ombilics du plan, 

(G.L,) 

73. — On considère un triangle ABC, inscrit dans une 
parabole, et dont Thypoténuse est une normale de la 
courbe. Trouver le lieu décrit par le centre du cercle inscrit 
à ce triangle. (G. L.) 

74. — On décrit une conique osculatrice à une conique 
donnée en un point P, et passant par les foyers F et F'. 
Démontrer que les tangentes en F et F' se coupent au centre 
du cercle osculateur en P. (Kœhler.) 

75. — Le nombre 

(V/I+ l)^'^-^ -j-(v/r_i)2n~l 

2\/2 

est la somme de deux carrés entiers. (Catalan,) 



Le Rédacteur-Gérant, 
E. VAZEILLE. 
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SUR UNE 

NOUVELLE ESPÈCE DE FRACTIONS CONTINUES 

Par M. €■. de Longchamps. 



L'objet de ce mémoire est le développement en fraclions 
continues, d'un nouveau genre, des quantités irrationnelles 
de la forme a + \/p? a et p désignant des nombres entiers. 
Nous nous appuierons à plusieurs reprises, dans ce travail, 
sur un théorème de Lagrange; mais nous devons entrer, 
d'abord dans quelques détails sur ce théorème fondamental 
de l'analyse récurrente et nous ferons connaître la démons- 
tration élémentaire que nous en avons donnée autrefois (1). 

I. Définition des suites récurrentes. — Lorsqu'une 
quantité, que nous désignerons par Un, et dont la valeur 
dépend du nombre entier et position, est liée aux quantités 
de même espèce U„_i, Un-2> . • . Dn-» par une relation linéaire 
et homogène 

Un + A^Un-l + . . . + AjUn-j = G, 

on dit que ces fonctions U forment une suite récurrente et 
la relation précédente constitue la loi de récwTence de ces 
fonctions. Si l'on veut des exemples de nombres récurrents, 
on peut d'abord citer les termes d'une progression géomé- 
trique qui vérifient constamment l'équation 

U„ — q U„_i = G. 
Dans les progressions arithmétiques, trois termes consécu- 
tifs Un, U„_i, Un-2 vérifient toujours la relation 

Un — 2Un-l + U„_2 = G. 

Enfin, pour citer un dernier exemple emprunté à la trigo- 
nométrie élémentaire, nous rappellerons qu'en posant 
Un = sin nx et cos x = a, on a 

Un+i — 2aUn + U»_i = 0. 

[1] Association française pour l'avancement des sciences. Congrès de 
Reims, 1880. 

JOUANAL DB MATH. SPÂC* 1883 9 



194 JOURNAL DE BUTHÉMATIQUES SPÉCIALES 

Lorsque les coefficients A^, A,, ... A»- sont des constantes, 
on a une suite récurrente proprement dite; dans le cas oîi ces 
coefficients varient eux-mêmes avec n, on obtient ce qu'on 
peut nommer, pour les différencier des autres, des suites 
récurrentes transcendantes. 

Une fonction U„ vérifiant Téquation de récurrence propo- 
sée est dite une intégrale de cette équation. Lorsque Un ren- 
ferme des constantes arbitrah^es dont le nombre est tel que 
toute intégrale puisse être représentée par Un, pour des 
valeurs convenablement choisies des constantes, on dit que 
Un est V intégrale générale. 

Les suites récurrentes proprement dites ont été étudiées 
particulièrement par Lagrange qui a donné sur elles le théo- 
rème suivant: 

II. Théorème de Lagrange. — Soit une fonction U„ , 
vénfiant légalité 

U„ + AiUn^i + . . . + AiUo_i = G • (1) 

et soit z» + AjZ*-* +•••+-^1 = (2) 

une équation déduite de (1) diaprés une loi évidente. 

Si cette équation que nous nommerons équation génératrice 
n*a pas de racines égales, l'intégrale générale de (1) est donnée 
par la formule 

Un = a^Zi» 4- a,z,» + . . . + aiZi° (A) 

aj, ttj, ... ai, désignant des constantes arbitraires dont la valeur 
dépend, en général, des données initiales 

Uq, U^. ... Ui— t; 
et Zj, z,, ... Zi étant les racines de Véquation génératrice. 

Posons j/ = Uo + ^iX + Ugcc» + ...-{- UnX*» (3) 
et multiplions les deux membres de cette égalité, succes- 
sivement par I , k^x, Ajû?*, . . . kiX^. 

Si nous ajoutons ces résultats et si nous tenons compte 
de la relation (1) qui a lieu pour toutes les valeurs entières 
de n, supérieures à (t •— i), nous voyons disparaître les 
termes en x\ a;*+S . . . ac** et nous obtenons finalement 

y{i + Kx + AjO?» + . . . + A»x*) = (p (t) -f x"+* + {x) 
^ (ce) et 9 (ac), étant des polynômes entiers du degré (« — i) 
tout au plus. 
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Considérons maintenant la fraction — r-^ — ^-7^-^ — --- — ri 

on a, identiquement, par la décomposition connue d'une 
fraction rationnelle en fractions simples, à coefficients réels 
ou imaginaires, 



Oi, 6j, ... Ot désignant les t racines de Téquation 

F (a:) = A»cc» + . . . + h^x + I z= o. (2') 

On doit observer ici que les racines de (2') sont les in- 
verses des racines de Téquation (2); celles-ci étant supposées 
distinctes, ô^, ôj, ... 0,, sont des nombres différents. 

On a donc 

Si nous prenons n fois de suite la dérivée de t/, dans les 
égalités (3) et (3'), nous obtenons en égalant les deux 
expressions de j/'*>, et en y faisant ce = o, 



OU encore, en posant 

— «1 = y» — aj = —, . . . , — a» = —, 

et en remarquant que Ton a 

I I I 

Un = ai^i** + ajV + . • • + a»«i"- 
C'est la formule que nous voulions établir, formule dans 
laquelle a^, ot^, ... x» désignent i constantes arbitraires ; 
la valeur de ces constantes est déterminée quand on connaît 
les i premières fonctions U, 

Uq, Uj, ... U,_i. 
Nous allons développer ce dernier point, dans le paragra-* 
phe suivant, et montrer que la formule (A) donne bien l'in- 
tégrale générale. 

■ 

III. Détermination des constantes arbitrai- 
res* — Une relation de récurrence entre (t+ i) fonctions Û 
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Un> *-'n— 1> • • • «Jfi— i > 

permet de calculer U», connaissant Uq, Ui ... Uj_i; puis 
U»4.i , etc.. Il y a donc i constantes arbitraires qui sont ou 
les i premières fonctions U, ou des quantités en nombre i, 
et dépendant de celles-ci. Nous voulons montrer que les 
constantes arbitraires de la formule (A) sont bien déter- 
minées quand on donne les i premières fonctions U. 
En effet, la foritiule (Â) donne 

Uo = aj + ttj, + • • • + a» 



Dans ces équations linéaires le déterminant des inconnues 
est 



I 

• 

«1 


I ... I 

Z^ ... Zi 


^i*-' 


2 i-i 2.t-l 



C'est un déterminant de Vandermonde, d'ordre t, et Ton 
sait que ce déterminant est différent de zéro quand lesquan- 
tités réelles ou imaginaires Zi^ z^, ... z. sont différentes 
hypothèse que nous avons faite. 

Ainsi les paramètres a sont bien déterminés quand on 
donne les i premières fonctions U, et elles sont indétermi- 
nées, si une ou plusieurs de ces fonctions sont elles-mêmes 
indéterminées. Il résulte de cette remarque que la formule 
(A) donne bien l'intégrale générale, et qu'il n existe aucune 
intégrale particulière qui ne puisse être donnée par cette 
formule quand on donne aux coefficients a des valeurs con- 
venablement choisies. 

IV. Théorème de Lagrange dans le cas des 
racines égales. — Lagrange a examiné le cas particu- 
lier où réquation génératrice admet des racines multiples 
et a montré la modification profonde que subit, dans cette 
hypothèse, l'intégrale générale. La démonstration que nous 
venons de donner du théorème de Lagrange, dans le cas 
général^ subsiste, enprincipe) quand on suppose que Téqua^ 



i 
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tion génératrice a des racines égales; il faut seulement, 
comme nous allons le montrer, effectuer la décomposition 
de la fraction rationnelle en fractions simples, en tenant 
compte des racines multiples. 

Prenons, pour plus de simplicité dans nos explications, 
le cas d'une racine double. On a, dans cette hypothèse, 



cp (x) \ . X 



+ "Zi — l — f- • • * 



I + Aiaj+ . . . + AiX' {x — 6i)> ' ce -^ 6 

La dérivée d'ordre n, j/^"^ renferme, entre autres termes, 
(— 1)"2.3... (n + i)Xi (— i)"i.2...nX2 , 

Si l'on fait a? = o, dans les deux valeurs de t/t*»)^ confor- 
méipentà la méthode que nous avons indiquée tout à l'heure, 
on voit que le coefficient de Zi , z^ étant la racine double, 
est de la forme an+pî a et ^ désignant des constantes 
arbitraires. L'intégrale générale est donc donnée par la for- 
mule U„ = (an 4- p) 5i" + XgiSj" -|- . . . + Xi^i^i"' 
Elle renferme encore î constantes arbitraires; 

On voit de même que si z^ est une racine triple, l'intégrale 
générale est Un, en posant 

U„ = (an* + pn + ^)z,^ + X,z^^ + . . . + hz'-^ , 
formule dans laquelle a, p, y; X^, ... X,, désignent i cons- 
tantes arbitraires, et ainsi de suite. 

(A suivre.) 



NOTE DE GEOMETRIE ANALYTIQUE 

Par M. Ponjade, professeur de mathématiques spéciales au Lycée de Lyon. 



AXES DE LA SECTION PLANE D UNE QUADRIQUE 

Nous considérons un ellipsoïde et admettons que la ques- 
tion a été ramenée, comme il est aisé de le faire, à la sec- 
tion par un plan mené par le centre. 
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*^ + py + Y* = ^ 
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Soient 
le plan sécant, et 

l'ellipsoïde; appelons (x\ y\ »') Textrémité de l'un des axes 
de la section, l'autre satisfait aux équations 

ctx + py + yjs' = G 

xx' + yy' -{- zz' = o 

donc il vient pour la déterminer la condition 
X y % 



X 



6« 



Y 



= -K-^--^) + P-^(~--^) 



+ K^-V) = ^' 



cône du second degré passant par les deux axes de la 
section; il passe aussi par la normale au plan et par les 
trois axes de coordonnées. 
Posons maintenant 

^' + y* + ^* = RS 
R demi-axe de la section, on a pour calculer R à joindre à 

réqualion ci-dessus celle du cône et 

«^ + Py + Y^ = o^ 



puis 



x^ , V* . ^ 



Mais sous ces conditions l'équation du cône donne 

y z 

' ^^ R*\ . / R* 



G -zzz 



Z 
ï 



= rO-5^)-K^-^) 



R« j/ 

G p 

et opérant de même sur les autres colonnes on a la suite 
de rapports égaux 



X 



_ y _ 



z 



p 






6« 
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donnant enfin quand on remplace dans 

*^ + Ptf + Y* = o 

équation quadratique donnant les carrés des demi-axes. 



SUR L'EQUATION AUX CARRES DES DIFFERENCES 

Par M, Edouard liiieas. 



Les méthodes connues pour former l'équation aux carrés 
des diiférences des racines d'une équation donnée de degré m 
sont assez longues et impraticables ; cela tient a ce que 
Ton se propose d'exprimer les coefficients de l'équation cher- 
chée en fonction des m coefficients de Téquation donnée ; 
mais, si l'on remarque que l'équation aux carrés des diffé- 
rences ne change pas lorsque l'on augmente d'une môme 
quantité arbitraire les racines de la proposée, il est possible 
d'exprimer les coefficients inconnus au moyen de (m — i) 
fonctions des coefficients de l'équation primitive, et, par 
exemple, au moyen des coefficients de l'équation transformée 
par la suppression du. second terme. Nous nous proposons 
d'exposer une méthode assez rapide pour le troisième degré 
et pour le quatrième. 

1. — Désignons par a, p, x les racines de l'équation 

x^ -{- px -\- q =^ o, 
et par z l'une des racines de l'équation aux carrés des dif- 
férences ; on a 

3 = (a — ^)« = (a -f ?)' — 4»? ; 
mais, d'autre part, 

d-^- p -}- X = q et apx* = — q. 

Par suite z = x* + -^, 

X 

et x^ — xz -{' 4q =io 



200 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

Retranchant membre à membre de la proposée, on tire 

du I . • 

De là le procédé suivant : Pour obtenir l'équation aux carrés 

des différences des racines de Véquation 

X» + px + q = 0, 

3cr 
il suffit de remplacer x par — -rj— , et Von trouve 

z' 4" 6pz* -f" 9P*z + 4P' + sjq' "= o. 

2. — Considérons plus généralement Téquation 

ax^ + 36aî' + ^cx -}- d = o, 
et posons oc — 6' = 8 ; 

en supposant d'abord a = i , l'équation peut s'éerire 
(a; 4. hy -I- 3S(.x -I- è) + d — 68 _ 3t8 = o. 
En considérant 05+6 comme Tinconnue, l'équation aux 
carrés des différences est donc 

o*i5' + i8a*8j5« + 8i8«j5 — A = o, 
et l'on a A = (ad — 6c)« — 4(ac — 6«)(6d — c*). 

On retient facilement cette dernière expression en obser- 
vant qu'elle est égale au résultant des dérivées partielles 

f\ = ax^ -f 2bxy + cy*, f'y = 6x« + 2Cocy -f- d'y^ 

du premier membre de l'équation rendue homogène; ou 
encore au discriminant du hessien 

(ax + by){cx -f- dy) — (bx + cy)*. 

3. — Considérons maintenant l'équation du quatrième 
degré ax* + 46^' + 6^^' + 4^ + ^ = o, 

et posons 

i6(ac — 6«) == D, 4(ae — 46^ + 3c>) = I, 



a b 


c 


b c 


d 


c d 


e 



16 6 c d = J. 
c d e 
Nous supposerons a=: i ; l'équation peut s'écrire 

a;«+2&x+— ^ =x*{^b^ + y—6c) + 2x(by—2d) + e: 

si l'on exprime qu3 le second riiembre est un carré parfait 
on obtient une équation du troisième degré en y que l'on 
appelle la réduite de Ferrari : 



( 
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{y^ — 4e)(t/ + 46» — 6c) — 4{by - 2d)« = o, (1) 
ou bien, en désignant y — 2C par X, 

X» — IX + J = o. (2) 

Désignons par a, p, y, 8 les racines de la proposée, par 
Vij J/s» Va celles delà réduite, on a 

!/i = ap + Y^, y» = «Y + pS» î/« =a8 + Py» 
Soient u et js les racines des équations aux carrés des dif- 
férences des racines delà proposée et de la réduite, il vient 

^1 = (î/2 — î/»)' = {<^— PHt — S)* = W1W4, 

^* = (î/8 — yiY = (a - y)'(P — S)' = w,w5, 

«8 = iVi - î/2)' = (« - 5)*(p — y)' = WaWe. 

On a ainsi. ^i^2^8 = %^s^8^4^8^6* 

Donc : Le produit des carrés des différences des racines d'une 
équation du quatrième degré est égal au produit des carrés des 
différences des racines de la réduite de Ferrari. 

En se reportant au § 1 et en prenant Téquation (2) au lieu 
de réquation (1), on en déduit immédiatement Texpression 
a* (a~p)»(a-Y)«(a-8)Vp^Y)«(p_ 8)«(y -8)« = 4P- 27J«, 
qui a été obtenue, pour la première fois, par M. Gayley, 

4. — Par le § 1, on déduit 

X= =-, et j3=I-j- 



^_r ' X • 

D'autre part, 

Wi + w, = (a- p)» + (y - 'ty =a» + p^ + y' + 5^ -2t/i, 
d'où i«i -f- w^ = — D — 2X1, 

et W1W4 = «. 

On obtient donc Téquation aux carrés des différences en 
éliminant X entre les équations 

X8 — IX -j- J = o, 

3J 
et w« -f u(D + 2X) + 1 H —= o, 

A 

c*estrà-dire entre les deux équations du second degré 

2mX» + X(u« + wD + 1) + 3J =0, 
3X« — 2\u — (u« + wD + 4I) = o; 

et Ton trouve ainsi, assez simplement, 

u\u + D)» + 2lw* + 2(4lD -f- 1 3 J)u« + (6ID« — 1 8DJ — 7p)u« 
-f- 9l(ID — 6J)tt + 4P — 27J« = o. 

JOUAIIAL DE MATH. SPÂG* 1883* 9. 



1 



9.02 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 



ECOLE NORMALE 1883 

Solution par M. Levavasseur. 



On donne La cisso'ide qui, rapportée à des axen de coordonnées 
rectangulaires, a pour équation {x* -}- y*)x = ay*. Soient x et 
y les coordonnées d'un point M du plan. On propose de former : 
4^ Véquation du 8^ degré qui a pour racines les coefficients 
angulaires des droites qui joignent le point aux points de 
contact des trois tangentes à la cisso'ide issues du point M; 
2^ r équation du cercle qui passe par les trois points de contact. 

Montrer que si les trois tangentes sont réelles, le point M est 
intérieur au ceixle. 

On considère l*ensemble des cercles C^ dont chacun jouit de 
cette propriété que les tangentes à la cisso'ide en chacun des 
points ou ils la rencontrent concourent en un même point : soit 
M ce point de concours pour le cercle Cm. 

On demande le lieu des centres des cercles Cm qui passent par 
un point donné P du plan, ainsi que le lieu des points M rela- 
tifs à ces cercles. On examinera en particulier le cas où le point 
P est situé sur la cisso'ide et ne fait pas partie des trois points 
communs au cercle C^ et à la cisso'ide pour lesquels les trois 
tangentes concourent. 

Combien passe-t-il de cercles Cm pour deux points donnés P 
et Q du plan ? Peut-on disposer de ces deux points de façon qu'ils 
appartiennent à une infinité de cercles Cm ? 

Soient a et p les coordonnées du point de contact d'une 
tangente issue du point M à la cissoïde. La tangente au 
point ap à la cissoïde a pour équation 

x{?>^^ + (32) -f j/(2ap — 20^) — ap* = o. 

Si nous exprimons que cette tangente passe par le point x'i/'. 
nous obtiendroQsla relation 

(SoL^ + ^ V + ^K^ — %' — a'^^ = o. (1 j 

Le coefficient angulaire de la droite qui joint Torigine au 
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point a^ est -^. D'ailleurs le point ap est sur la cissoïde, 

CL 

donc (a* + p*)x = ap*. (2) 

Entre (i) et (2) formons une combinaison homogène par 
rapport aux lettres a et p. 
L'équation (\) peut s'écrire 

(3a« 4- p^)x' -f 2apî/' — a^^=2a^y\ 
La combinaison sera donc la suivante : 

[(3a« + ^^)x + 2aPî/' — a^^]a^^ = 2ax^y'{<x^ + ^*). 
Nous remarquons le fadeur (3 qui s'explique par la consi- 
dération delà droite OM, laquelle peut être appelée tangente 
à la cissoïde au point 0, puisqu'elle rencontre la courbe en 
deux points confondus au point O.Ce facteur supprimé, il reste 
p[(3x« + p*)x' + 2a8i/' — a^^] = 2aî/'(a« + p«). 

S 
Divisons les deux membres par a^ et posons — = m. On a 

oc 

m{3x + ^*^' + 2W2/' — am^) = 2y\i + m'*) 

ou 3x'm -f- aj'm' -f- 2i/'m^ ) 

— am^ — 2'1/m* — 21/' ) 
ou enfin {x — a)m^ + 3x''m — 2y' = o (A) 

Cherchons maintenant l'équation du cercle qui passe par 
les trois points de contact des tangentes issues du point M 
à la cissoïde. 

Soit x^ -\- y^ -}- (X.X -\- Çy -{- y =0 l'équation de ce cercle. 

Si avec cette équation et l'équalion de la cissoïde, je fais 
une combinaison homogène en a;' et y, j'aurai en posant 

m = -^ une équation en m qui me donnera les coefficients 

angulaires des droites allant de l'origine aux points d'inter- 
section du cercle avec la cissoïde ; or Téquation 

admet un facteur évident, x^ -j- t/*, de sorte qu'on peut dire : 
l'intersection d'une cissoïde et d'un cercle est un problème 
qui s'abaisse au 4® degré, ces courbes passant toutes les 
deux par les ombilics du plan. Ce facteur supprimé, il reste 
une équation du 4® degré. 
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a^y^ + axy* (olx + Py) + Y*'^* (^^ + 2/*) = o 
ou a*m^ + am* (a + pwi) -j- y (i + w') = o. 

Cette équation doit admettre les trois racines de l'équa- 
tion (A), 

Donc on peut écrire Tidentité 

H (pm + ç) [{x — a)m^ + 3a?'m — 2j/'] 
H' p(i3?' — a)w* + g(a5' — a)w' + 3pa?'m'* — 2py'm — 2qy 

+ 3qxm, 
J'en déduis les égalités 

o / ' \ /a\ / De (1) je tire p = — ; . 

ap = ç(a3 — a) (2) / ^ ' •^ ^ a? — a 

aa + Y = ^i^^' (3) / Je transporte dans (4) ce 

2py'=z3qx (4) \ . . 2aV 
^^ ^ \ / \ qux me donne g — — 



y + 2qy' = o (5) ) ^ ^ 3a;'(x'— a) 

Donc (2) devient 

2a*t/' 2aî/' 

„p=_^ ou p=:^ 

et(S) . , = _ 40;^. 

' 3x{x — a) 

Enfin réquation (3) me donne a. 

4a«t/'* , 3a V 



3x\x — à) X — a' 

donc a = 7;;+^°^'' . 

3x(x — a) 

L'équation du cercle cherché sera par conséquent 

« I .1 4^2/'* + 9(^^'^ . 2av' 4a'v'' 

* ^ 3x{x — a) 3x ^ 3x(x — a) 

Nous allons montrer que si les trois tangentes issues du 

point M à la cissoïde sont réelles, le point M est à Tintérieur 

du point Cm. 

3x^ 2t/' 

L'éguation A, m' -A ; m 7-^ — = o, aura ses 

X — a X — a 

racines réelles si les coordonnées x' et y' satisfont à 

l'inégalité , ,^ ,, + r-r—r. < o ou ~ . + y'* < o. 

^ (X — ay ^ (x'—a)* ^ X — a ^ ^ ^ 

Or considérons la puissance II du point M par rapport au 

cercle C^ 
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n = a:'« + y- + ax f., t ^'^\ + '"^'* '^"*^' • 



2>x{x — o) 3aî' ox(pi — a) ' 

3(r'(ûD' — o)n == 3a)'»(a?' — a) + ^ody\d — a) 
+ a [4y'^x + 903'» + 2.y '(a;' — a) — 4ay^]. 
Donc 3aî'(û5' — o]U = 3x'[aj'' + !/'*(^' — «)] 
+ a[4y'«(cc' — a) + 6cc'» + 2y »(a?' — o)] 
ou x(x — a)U = [x^ + y'*(x' — a)](x •-[- 2a} 

Donc enfin n= — -^-^ — -. -^ h 2/ M- 

X Lx — a A 



x^ 



X — a 
X + 2a 



Or je remarque que si a?' est négatif, la condition 

+ y'* < o ne serait pas réalisée ; x étant positif,- 

serait positif, donc II est négatif en même temps que le 
second facteur. c. q. f. d. 

Je désigne par Xo et 1/0 les coordonnées du point fixe P 
par lequel passent tous les cercles Cm que nous allons désor- 
mais considérer. 

L'équation du lieu du point M s'obtient immédiatement en 
exprimant que le cercle passe par le point P 

cco +yo + axo 3^^^ _ a) + 3x ^^ 3x{x - a) "" "^ 

ou 3x(x — a)(Xo^ -f yo") + aXo{4y^ + gx*) 

+ 2ayoy{x — a) — 4a«j/« = o. 
Ordonnons cette équation 
Hxo^+yo*)x*'-3a{Xo*'\'yo')x+4axoy^+2aycXy—2a%yl ___ ^ 

-{-gaxopc^ — 4a*J/* ( 

ou 3{Xo^ -f yo^ + 3aXo)x^ + 4a{Xo — a)y^ + 2ayoXy 

= 3a(a?o* + yo')cc + 2a«î/ot/. 
Cette conique passe par l'origine. Ce sera une ellipse, une 
hyperbole ou une parabole suivant la valeur de 

U = a[i2{Xo — a){Xo^ + î/o* + 3aXo) — a%^]. 
Les coordonnées du centre du cercle Cm sont données par 

1 / ^. . 4«2/'* + 9«^'^ 

les équations 2X + J^ ,, , — r- = o 
^ ' 3a5 {x — a) 

et î' + -i^ = °- 
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La dernière pouvant s'écrire — = — ^ — , je ferai une 

a —3y ' 

combinaison homogène entre 

3(aîo* + 2/0* + 3aXo)x* + 4a{Xa — a)y^ -f 2ayoXy' 
= 3a(a?o* + yo*)x + 2a*yoy' 
et 6x0;'* + ^.ay'^ + 9^'^'* = 6axx\ 

savoir 

[3(Xo* + !/o*)a3' + 2ayot/l [Socx'» + 401/'» + 9005'*] 
= 6xx[i{Xo* -\- yo* + 3(iXo)x* + 40(^0 — o)!/'* + 2ayoX'y'] 
Remplaçons dans cette équation x' par a, t/' par — 3y. 

On a [3(iro' + yo^)a — 6ai/oV](6a«x + 36at/» + 9a») 
= 6ax[3a*(Xo* + î/o'+ 3airo) + 36a(cCo — a)y* — 6a*j/oî/] 
ou 9a*[(a?o» + yo") — 2yoy]{2acLi + i 2y« + 3o«) 

= i8a*x[a(a?o* + î/o*j + ^a'Xo + i2(a?o — «)î/* — 2ayoy] 
ou enfin 

3(Xo« + I/o* — 2i/oi/)(42/* + «') 

= 2xra((ro* + j/o*) + ^^i^^o + J^^r^o — o)j/* — 2a2/ot/i 

L— a(rro« + j/o') + 2ayoî/J 

ce qui donne l'équation 

(Xo" + yo^ — 2î/oî/)(42/* + «') = 2cc[4(Xo — a)t/« + a'xo] 
Les asymptotes de cette courbe parallèles à Ox seront 
réelles ou imaginaires suivant le signe du produit 

Xq \(^ ~~~ XqJ 

Premier cas. — Xo{a — Xo) > o. — Les deux asymptotes 
sont réelles. 
Ce cas se divise en trois autres. En effet, les deux asymp- 

totes, Taxe Oy et la droite y == -^ ^^ séparent le plan 

en régions, et Ton a différents genres de courbes suivant 
que cette dernière droite sera intérieure aux deux asymptotes 
ou extérieure ou confondue avec l'une d'elles. 

1*^ Xo et Vo satisfont à l'inégalité — ° <a y ^ 

2/0 ^ a — Jo 

Cherchons l'équation de la troisième asymptote 

cpm (i, c) = 8 (Xo — a)c^ + SyoC' = o ; 

, a — Xo 
donc c = 

Vo 
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f'm (i, c) = i6(X(, — a)c24y,fi* 
fm— I = — 4(a^»' + ï.')c' 
4(a:„' + y„')c' _ (x„' + y.')c 
i6(X(, — fl)c+24î/„c* (4X0 — a) + 6y„c 



4(^0 — o) -|- 6(fl — aie , 2t/„ 

L'équation de l'asymptote est donc 

a — 3^0 „, a^»' + y»' 



La courbe a dans ce cas la forme suivante ; 



2" Si au contraire nous supposons que l'on ait 

Alors la forme de courbe est différenle; ce sera la sui- 
vante r 
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3® Considérons maintenant le cas où Ton aurait 

Vo f a — Xo 

et interprétons tout d'abord cette condition. Elle peut s'écrire 

(Xq* + y c'y _ a^Xo 
yo* a — Xo 
ou a^Xoyo"" — a{Xo^ + yo^Y + Xo{Xo^ + t/o")* = o. 
D'où je tire 

__ {xq^ + yo^Y ± \/{xo ^ + t/o«)* — ^o^yo^(Xo^ + yo^Y 



OU a = 



2Xoyo* 
(Xo' + yo'Y ± iXo' — !/o*) 



2iro2/o* 



Si nous prenons le signe +, on a 

^_ 2X0^ + 2x0^ y 0^ __ XqJXq* + t/o') 
— 2x^y'^ "" t/o« 

Cette condition veut dire que le point en ce cas est sur la 
cissoïde. Nous traiterons ce cas tout à l'heure. 
Si nous prenons le signe — , on trouve 

_ 2g?o»t/o' + 21/0* 

ou Xo^ + 2/0* = axo. 

C'est le cercle décrit sur OA comme diamètre. Je dis que 
pour tout point pris sur le cercle Xo^ + y©* — (iXo = o le lieu 
des centres des cercles Cm se décompose en une droite et 
une hyperbole. 

En effet, je pose j/o = tXo- 

,, . a at 

.1 ai Xo = r—r-, y 



Donc Xo — a = — 



«t ^»* + î'»^ = (r:Fiij-.(' + ''^ = 7T^- 



a» .... a« 



L'équation de la courbe devient 



JOERNAL DB lUTflÉHATIQlIES SPÉCIALES 309 

OU (a — 3(i/)(4J/' + B') = 2x{a* - 4('o') 

ce qui met en évidence la droite y := — -. 

Reste l'hyperbole 41/* -|- a* = 2x{a + 2 (y). 

Elle admet pour asymptote la droite yx =: -. 

La conique lieu du point M se décompose aussi en deux 
droites. Remplaçons en eiTet x^ et i/g par leurs valeurs dans 
l'équation de cette conique et l'on a, 
,/ a» , , a* \ . 4aV . , 20*/ 

3a' , 2aH 

= TT1^» + TTF» 

ou 1 2cc' — 4''i/* + 2txy = 3ax -j- 2aty 

ou 3a3{a; — o) + 2(y{.'E — a) = 4/'!/' — 9a:' 

ou (,T — o)(3jc + 2ty) = 4iV — 9'^'- 

On voit d'abord la droite 3x -^ 2ty =zo 
puis la droite a; — o = 3iy — 9a? 

ou loac — 2ty — « = 0. 

Dbuxièhe cas. — Xo{a — itv) < o. — Les asymptotes parallè- 
les h Ox sont imaginaires 
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Troisiëhb cas. — Supposons que le point P soit pris sur 

Oy, alors Xt = o, l'équation de la courbe devient 
Vo (yo — 2y){4y» + fl') + Soxy» = d. 
La droite 1/ = o est une asymptote double. La troisiëme 

asymptote a pour équation 



y= 



u = ^ 



La droite y = — et la droite x = o séparept toujours le 
plan en régions, et l'on obtient la forme de courbe suivante : 



Quatrième cas. — Sujiposons enfin que x = o,. L'équation 
de la courbe correspondant à cette hjpotb&se est 
(a» + y,« _ 3y,y)(4y' + a') = aa»^. 
Il n'y a pas d'asymptotes rectilignes dans cette courbe 

puisque les trois droites y = — ■-■■ety= + — / sont pa- 
rallèles . 
D'ailleurs la courbe coupe Oo: en un seul point 

L'équation peut d'ailleurs s'écrire 4y*(a* + y^' — 2y,y) 
= a*{2ax + ay,y — a' — y,'), ce qui donne une nouvelle 
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séparation en régions. La droite zax + ay^i/ — 1* — ïo* = o 
est tangente à la courbe au point oU elle coupe 03;. 



Nous allons maintenant considérer le cas parLiculier oii 
le point fixe est sur la cissoïde. On a la relation (ce/ -f" ï»*)-^* 
= ffljd' ; si l'on pose y^ = tx^, j'en déduis 

^• = TTT" ^"-'^=— Tk- '«■■" + !'— 7+7Ï- 

L'équation de la courbe devient 
f a't* 2al> \, , , ,, / aH' , 40 \ 

I^T+F - 7+F !/ /^ï' + «') = ^'^ (7+? + r+p^ 7 

ou ■ l'(at — 2!/){4y' + a') = 2x{oV» — 4y'), 

ce qui donne la droite al = iy 

et l'hyperbole ('(4^*-)- a')= 3a:(fl( -(- 2j). 

L'équation du lieu du point N se décompose, lui aussi, en 
deux droites, comme on peut le voir par le calcul suivant; 



Kt 



a'C , 3o*i' \ . 4a* . , 3a*(' 

3o'(* , aaV 

=-mr»+-mr!' 
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OU 3/«(/* + 3)x^— 4t/* + 2t^œy = 3at*x+ 2at'y 

ou 3t^x{x — a) -f- 2l^y{x — a) = 4J/* — 9/*^* 

ou t\x — (i){2y + 3^0?) = 4j/* — gt^x^ 

ce qui donne : 1® la droite 21/ + 3/0? = o, 

2® la droite t^{x — a) = 2y — 3tx, 
Pour que le cercle G passe par un point donné P,(aJoyo)' 
il faut que les coordonnées xy' du point M satisfassent à 
réquaiion de la conique 

H^o* + !/o* + 3aXo}x^ + 4a{Xo — a)j/* + 2ay^xy 
= 3a(a;o* + yo*)a? + 2o*î/o!/- 
De même, pour que G passe par le point p, le point xy 
doit être sur la conique 

3(a?i« + yt* + 3ax,)(r.« + ^aix^ — a)y^* + 2ay^xy 
= 3a{x^^ + y^*)x + 2a*î/,i/. 

Ces deux coniques ont un premier point commun à Tori^ 
gine. Mais la tangente à Torigine est une tangente singu- 
lifere. Généralement les deux coniques se coupent en trois 
autres points différents de rorigioe. Donc généralement il y 
aura trois cercles passant par les points P et p. 

Pour qu'il y en ait une infinité, il suffit de prendre les 
points P et p sur la cissoïde ou sur le cercle décrit sur OA 
comme diamètre, A étant le pied de Tasymptote, et de faire 
coïncider deux des quatre droites qui forment le lieu du 
point M. 

Quand le point P est sur le cercle, on a pour lieu du point 
M les droites 3a?Xo + 2t/i/o = (i) 

et pour Q 3xXi -{- 2t/î/i = o (2) 

et I oxXf^ — 2t/j/o — ^'^^o = o (3) 

pour Q I oxxi — 2yy^ — ax^ = o (*) 

Quand le point P est sur la cissoïde, on a les droites 

3xt/o + 2irot/ = o (8) 

3xyi + 2aîiî/ = o (6) 

VoiVo" + 3a?o')i? — 2a;o»î/ — ay^' = o (1) 

et t/i(î/i« + 3x^^)x — 2X1»!/ — oy/ = o (8) 

En identifiant (1) et (2) on voit que l'un des points doit 
être à l'origine et l'autre sur le cercle. 
En identifiant (3) et (4), on trouve le même résultat. 
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De même en identifiant (S) et (6), (7) et (8). 
En identifiant (1) et (4) on retrouve encore le même ré- 
suUal. 
Mais si l'on identifie {\) et (6j, on trouve 

^=^ =t avec œ,^ + y,' = ax^ 

et (^i' + î/i')^i = aî/i'. 

J'en tire Xq = ty^ et y^ = tx^; donc t{Xi* + t/i*)- = ay^. 
Je remplace a?i' + j/i* par sa valeur dans Téquation de la 

cissoïde x^ — ^ = ay^^, ou 

1» j/j =:: o, donc u*o = et par suite i/^ = o ; nous retom- 
bons dans le premier cas ; 

2<> x^ = ty^ = yQ et y^y^ = x^\ 

Ainsi Tun des poinls est sur le cercle, Tautre sur la'cis- 
soïde, tous deux sur la même verticale, et le produit des 
ordonnées est égal au carré de Tabcisse commune 

g g ^ g i 

Et ainsi de suite. 



ECOLE POLYTECHNIQUE 1883 

Examens oraux [Suite). 



13. — Équation générale des quadriques dont' un axe A est 
donné de position ; établir, a priori, que la condition pî^oposée 
est quadruple. 

Prenons le cas des surfaces à centre et considérons Téqua- 
tion kx^ + My^ + A'z^ = F 

de la quadrique rapportée à son centre et à ses axes ; trans- 
portons les axes parallèlement à eux-mêmes en un point 
arbitraire de Taxe oz, oz étant la droite donnée A. Nous 
obtenons Téquation 

Afic» + A't/« + A" {z — ly = F. 
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Enfin, dans le plan des xy faisons tourner les axes d'un 
angle arbitraire 9 ; des formules connues donnent le résultat 

final A (X cos <p — Y sin (p)« + A' (X sin ç + Y cos (p)« 

+ A''(Z — X)« = F. 

A A' 
Cette question renferme cinq paramètres variables -=-, -=-, 

Je P 

A^ 

r=-, X et <p. La condition proposée est, en effet, une condi- 

tion quadruple, et on le reconnaît a priori^ en exprimant : 
1® que le centre est sur A ( deuxconditions) ; 2® que la direc- 
tion de A est une direction principale (deux conditions 
aussi). 
On traitera de la même façon le cas des paraboloïdes. 

14. — Lieu des points de la surface xy = z par oh passent 
deiuç génératrices faisant un angle de 60**. 

En exprimant que le cosinus de l'angle des deux droites 

x=zX y = [f- 

z z 

'' I 

est égal à — , on trouve que le lieu est la quartique gauche 

intersection du paraboloïde proposé et de Thyperboloïde de 
révolution à deux nappes 

iz^ — as* — î/^=: I. 

15. — On donne une droite A 

x^Xo y — yo z — Zo 



a p y 

et par le point P, x^yoZo, on mène une droite A' perpendicu- 
laire à A. Ces de\ix droites' A et A' forment un système d'axes 
rectangulaires y dans le plan desquels on considère une courbe U 
ayant pour équation î (X, Y) :=r o ; (1) 

trouver V équation de la surface de révolution engendrée par U, 
tournant autour de A, 

On peut résoudre cette question par une voie simple, en 
observant que le plan mené par P, perpendiculairement à A, 
a pour équation 

a (a; — oîo) + P (î/ — »o) +i(z — Zo) = o. 
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La distance Y d'un point n de U à ce plan est 

Y = oL(x-x,) + p(y — y,) + 'r (z — z,). (2) 
D'autre part, la dislance X de ce même point M à A est 
donnée par la formule 

X« = [p(a;-a?o)-a(î/-î/o)]* + [r(!/-î/o)-P(«-*o)? 

+ [a (;, _ ^,) « Y (a? - œ,)y. (3) 

Lorsque U tourne autour de A, X et Y conservent la 
même valeur et les coordonnées œ, y, z du point M véri- 
fient constamment les relations (2) et (3). En tenant compte 
de l'égalité (1) on a, finalement, l'équation demandée 

f {^(co — œo) + piy — yo) 
+ y(« — «o)»v/[P(a? — ojo) — «(î/ — t/o)?+ ... }=o. 



RECTIFICATION 

DE LA NOTE SUR LA FORMULE DE TAYLOR 
Insérée dans le n« 4 de 1883, p. 83. 



La formule attribuée à M. Schlômilch par M. Parpaite est 
due à Edouard Roche, professeur de mathématiques à la 
Faculté des sciences de Montpellier, qui a donné dans le 
numéro de juillet 1888 du Journal de Liouville cette forme 
simple et devenue classique du reste de la série de Taylor, 
renfermant comme cas particuliers les formes de Lagrange 
et de Cauchy 

*«+« (i A\"-P 

R = — ^^-^ i—r^ f"'' (« + ^'^)- 

1 . 2 . . . n . (p -f- i) ' ^ 

Dans le numéro d'avril 1864 du Journal de Liouville, 
Edouard Roche a donné une formule bien plus générale : 

fia + h)- fia) - h fia) . . . -— i!^^ -f (a) 

I . 2 . . . n 
_ 

<p(o + A) — (fia) — hf'ia) ... j— -^ — — — <p« (a) 

_ I • 2 ... g ^.^ h{a + 9h) 
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qui en renferme une infinité d'autres et notamment celle que 
M, Schlômilch en novembre 18S8 avait fait connaître en 
France, où on ne la connaissait pas avant. 

(Extrait d'une lettre de M. A. Roche, professeur au lycée de Montpellier.) 



QUESTIONS PROPOSÉES 



72. — On considère deux droites rectangulaires Oa? et Oj/, 
et un cercle G, langent à Tune et à l'autre de ces droites, 
aux points A et B ; parO, on mèoe une transversale mobile 
qui rencontre G aux points M et N ; — 1® par les quatre points 
A, B, M, N, on fait passer une hyperbole équila 1ère H. Les 
tangentes à H aux points M et N se coupent en un point I. 
Trouver le lieu de ce point quand MN tourne autour du 
point 0. Ge lieu est une circonférence; — 2^ enjoint AM 
et BN; ces droites se coupent en un point V: trouver le lieu 
de ce point I' : ce lieu est une hyperbole, dont on demande 
réquation lorsqu'elle est rapportée à son centre et à ses axes; 
— 3<* par les points A, B, M, N, on fait passer une para- 
bole P; démontrer que par un point du plan passent deux 
paraboles P, et trouver avec tfti seul paramètre variable 
réquation générale et rationnelle des paraboles P — 4*^trouver 
le lieu décrit par Fintersection de P avec le diamètre de 
cette courbe qui passe par le point 0. Ge lieu est une hyper- 
bole homothétique de celle qui a été trouvée tout à l'heure, 

on construira les asymptotes de ces courbes. 

(G, L) 



Le Rédaclcur-Géranty 
E. VAZEILLE. 
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SUR UNE 

NOUVELLE ESPÈCE DE FRACTIONS CONTINUES 

Par M. €r* de lion^^champs, 

(Suite t voir page 193.) 



V. — Nouvelle forme de l'intégrale Un. — Nous 
donnerons maintenant l'intégrale Un sous une forme nou- 
velle et qui nous semble réaliser un progrès sensible sut 
celle qu'a donnée Lagrange. 

Nous touchons ici à un point important et sur lequel nous 
devons insrister un peu. 

Le théorème de Lagrange offre, en effet, deux inconvé- 
nients évidents : 

1® Il exige la résolution de l'équation génératrice et cette 
résolution est, généralement, impossible; 

2® Quand elle est possible, le théorème de Lagrange donne, 
ordinairement, l'intégrale Un sous une forme algébrique 
compliquée d'expressions irrationnelles. Or, la fonction Un, 
si l'on se reporte à sa définition même, est une forme entière 
des coefficients donnés A^, A,, ... A,-, et des constantes 
initiales Uo, U^, . . . Ui-j. 

Nous allons montrer, et c'est là ce qui constitue le progrès 
que nous voulions signaler, que l'on peut trouver Un sans 
qu'il soit nécessaire de résoudre l'équation génératrice. 

Reprenons l'équation de récurrence 

Un + A,Un-i -I- . . . + A,Un-, = G. (A) 

Effectuons un changement de fonctions et posons 

Un=Vn+a«; 
réquation (A) donne la suivante : 

Vn + A,V„_, + . .. + A,Vn-.- + p = o, 
en posant p = a*» -f Aiot"-^ -!-•••+ Aj-a*»-**. 

Disposons maintenant de l'indéterminée a de façon qu'elle 
soit une des racines de l'équation 

a* + AiQt*""* + • • • + A»- = o. 

JOURNAL DE UATU. SPéC« 1883, 10 
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' »Les fonctions V vérifient alors la relation de récurrence 

et cette relation ne diffère de celle qui détermine les fonc- 
tions U qae par le simple changement des lettres U et Y« 
On doit seulement observer qae les constantes initiales sont 
modifiées, les nouvelles constantes Yo, V^, . . , Vi_A, étant 
liées aux anciennes par l^s égalités suivantes : 

U. = V, + a 



Si nous imaginons le calcul que Ton peut faire, de proche 
en proche, des fonctions U», 11»+ 1, ... U„, nous reconnais- 
sons qu'elles sont, sans exception, des formes algébriques 
linéaires et homogènes, par rapport aux constantes initiales 
Uo, U|, ... U,_i. Nous pouvons, d'après cette remarque, 
poser 

Un = PoUi-i + PiU»_, + . . . -r Pi-iUo ; (1) 

PQfPi* ••• P»-i étant des fonctions de n et des coefficients 
donnés A^, A^, ... A», mais ne dépendant pas des. coiis- 
tantes initiales. 

Puisque la loi de récurrence est la même pour les fonfc 
tiops XJ et V, on a donc aussi 

Vn = PoVi-j + PlVi-, + . . . p,-iVo. (2) 

Les égalités (1) et (2) donnent la relation suivante : 

U - Vn = Po(U<>i - V^i) + . . . + Pi-iiVo - Vo), 
ou, a« = poCL'-^ + Pia*-* + . . . + pi^^. 

Désignons maintenant par o^, a,, ... a», les i racines, 
supposées distinctes, de l'équation génératrice ; nous obte- 
nons les relations 

aï = Po*i'~' + Piai*~" -f . • • + Pi^i 



a7 = poa/-i + p,ai-« + . . . + p,_^. 

Ces équations déterminent po, pi, ... p^^j ; le déterminait 
des inconnues est un déterminant de Vandermonde : 
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*i > «1 , . . , I 

„ i— 1 „ i-i j 






et Ton sait que ce déterminant est différent de zéro, si, comme 
nous Tavons supposé, les racines a^, a^, ... a,-, de Téqua- 
tlon génératrice sont distinctes. On doit aussi remarquer 
que les inconnues po,Pi. • • . Pi-i sont â^s fonctions syméêriqués 
de« racines a^, a„ ... a,- et, par conséquent, des fonctions 
rationnelles et connues des coefficients de V équation génératrice. 
Il n'est donc pas nécessaire de résoudre l'équation géné- 
ratrice, pour obtenir la fonction Un — et celle-ci peut tou- 
jours se déterminer. C'est là le point que nous wulio^s 
mettre en lumière. 

VI. ---Expression de Un. —-La fonction Unpeut fiussi ^ 
calculer au moyeu d'une formule que nous allons faire con- 
naître et qui a l'avantage de n'exiger que la connais^uce 
de la fonction qui donne la somme des puissances n ^e^ 
racines d'une équation donnée. 

L'équation proposée étant 

Un+AiU.-j+... -|-A,U«^,=:0, 

l'équation génératrice est 

2*4- V-4+ ... +Ai = o, 
et l'intégrale U» est, d'après le théorème de Lagrange, 

Un == pii5i« + p,5?," + . . . + p^« (B) 

pi> 9%y ••• p» étant des constantes arbitraires, i?„ jï?,, ... ^/ 
désignant les i racines, réelles ou imaginaires, de l'équa- 
tion génératrice. 

Posons : Sn = ^î + 5^5 + . . . + jsj; 

nous aurons alors 

Sn+i = «r . ^1 + 5^5 • J5a + ... 4- is« . -5^. 
Sn+2 = Sj . J32 -f Sj . ;S| 4- . . . 4- J5« . ^^2 



Sn+i-i = «1 . Z\'^ + ^2 •'Sj-' 4- . . . 4- ^" . ^r*- 

De ces égalités, et de la relation (B), nous déduisons, en 
éliminant z^, jsJ, ... «!• : 



m 
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U« Pi 


Pt 


... P» 


s, I 


I 


... I 


S«+l 2l 


»« 


. • . 2?j 


a • • • 


> • • 


• • • 



S«+i-i5fi*-*^ 



»-l» »-l 



= o. 



z/-' 



Cette formule permet encore de reconnaître que Un est 
une fonction symétrique des racines z^^ j?^, ... Zi el, quand 
on fait yarier n» on voit qu'il suffit de connaître S» pour 

avoir U» . 

Cette fonction Sn est, d'ailleurs, donnée par une formale 
bien connue, due à Waring (*), et qui peut s'écrire 



s,=2{-o* 



^2+. 



Af . Ao . ... Aî . 

le signe S s'étendant à toutes les valeurs entières, nulles 
et positives des exposants X^, A,, ... h qui vérifient la 

relation t ^i + 2X, -[-••• + *^» = **• (^) 

^ Mais cette formule de Waring présente l'inconvénient 
grave d'exiger la résolution, en nombres entiers et positifs, 
de l'équation (X), et l'intégrale TI„ se calcule, plus commo- 
dément, en suivant la Méthode que nous avons exposée, au 
paragraphe précédent. On évite ainsi l'exposition du théo- 
rème de Lagrange et, pour mieux montrer l'avantage de 
notre méthode, nous allons l'appliquer au cas qui se pré- 
sente le plus ordinairement, nous voulons parler du cas 
simple oîi la récurrence des fonctions U« correspond à la 
formule ail» + pHnr^ + Y^n-i = o. 

(A suivre.) 



(•) Serret. Aîg., sup. , 1. 1, p. 449. 
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SUR LE VOLUME DU TÉTRAÈDRE 

EN GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE 
Par M. Edouard Iiuca% 
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On donne habituellement dans les cours une démonstra- 
tion assez compliquée de l'expression analytique du volume 
du tétraèdre lorsque Ton connaît les coordonnées de ses 
sommets. Voici comment il est facile d'obtenir directement 
cette expression en coordonnées rectangulaires, oliliques 
ou tétraédriqu€S» sans passer par la formule qui donne la 
distance d'un point à un plan. 

Désignons par a?», y», a,-, les coordonnées rectangulaires ou 
obliques d'un point P», par A le déterminant 



A = 



par A^ et A/ les résultats obtenus en remplaçant dans Aies 
coordonnées a;, y, ;s par celles des deux points P| et P'^. 

D'après le sixième livre de géométrie élémentaire, on sait 
que le volume do deux tétraèdres (P^P^P^P^ et P'iPîPfPi) de 
même base sont dans le rapport des hauteurs ; mais lès 
distances de P^ et de P'^ au plan passant par P,, P„ P4, sont 
dans le rapport de A^ à A'^ ; on a donc 

vol. (PiP.P,P,) ___A^ 

vol. (P^P^P^PJ A, • 
D'après le principe des signes des distances à un plan, 
on doit prendre les volumes des tétraèdres dont les sommets 
ont un ordre donné avec les mêmes signes ou avec les 
signes contraires, suivant que des points P^ et P'i on aper- 
çoit le sens de circulation de PjPsPi de la ^ même manière ou 
de manières différentes; ainsi l'expression analytique du 
volume d'un tétraèdre changera de signe lorsque l'on échan* 
géra l'ordre de deux sommets. On a donc cette proposition : 
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Les volumes de deux tétraèdres ayant trois sommets communs 
sont dans le rapport des déterminants des douze coordonnées de 
leurs sommets. 

Plus généralement, considérons deux tétrabdres quelcon- 
ques ABGD et PQRS ; par convention, nous prendrons les 
volumes de ces tétraèdres avec les mêmes signes ou avec 
les signes contraires, suivant que des points P et S on aper- 
çoit le sens de circulation de ABC et de PQR dans le même 
sens de rotation ou dans des sens contraires. Comparons 
successivement les volumes des tétraèdres 

ABGD, ABCS, ABRS, AQRS, PQRS; 

deux tétraèdres consécutifs ont trois sommets communs; 
donc, en multipliant membre à membre les égalité ûbït- 
nues par l'application de la proposition précédente» un éfi 
tiéduit ce théorème : 

Les volumes de deux tétraèdres qûélœnqites sont éâns le rap- 
port des déterminants des douze coordonnées de leurs sommets. 

Si Ton prend pour l'un des tétraèdres celui qui a pour 
sommets l'origine des coordonnées et les extrémités X, 
Y, Z,* de longueurs égales à l'unité sur chacun des axes, 
Pu sait que Ton a 

5CY20 = 4- sm(x,y,z); 

t o 

^ais lé déterminant des coordonnées devient 

I o D î 
o I Û I 
I I 

I o o o ï 
â'oh l'on déduit ' 

[ vol (PiPjPaP*) =-g"^* sin(a?, y, z). 

De mêmB si ce,-, j/», 5?,, tu sont les distances d'uh point P 
"aux quatre faces du tétraèdre de référence; A^, A„ A,, h^, 
ies hauteurs du tétraèdre^ on a 

; roi (Pi PrP| P*) =*-|- ^TTKT "^^ (^^^> 

• ' . s . ' -m ^ H m w ^ 
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Exercices à démontrei^ sur le volume du tétraèdre. 



I. — Si par les sommets d'un tétraèdre on mfene des pa- 
fe: rallèles à une droite donnée, elles rencontrent les faces en 
rr: (juatre points qui forment un tétraèdre de volume constant, 

quelle que soit la direction de la droite donnée. 

II. — Si par les centres de quatre cercles d'un plan on 
élève perpendiculairement au plan des droites de longueurs 
respectivement proportionnelles aux puissances d'un point 
donné du plan par rapport aux quatre cercles, le volume du 
tétraèdre formé par les extrémités de ces perpendiculaires 
est constant, quelle que soit la position du point donné. 

f Ht. — On donne deux tétraèdres ABCD et PQRS; démon- 

trer la relation 

ABCD . PQRS = PBCD . AQRS + PGDA . BQRS 
+ PDAB . CQRS + PABG . DQRS, 
qui est la généralisation d'un théorème de Fontaine et de 
Monge. (Chasles, Géom. super, p. 23.) 

IV. — On considère deuxpolyèdres quelconques A^BiCiDi... 
et AjBjCjD, . . ; soient A',, B'„ ... les points symétriques 
de A,,B,, . . . par rapport à un point quelconque P ; aj, ft^, 
Cl, dj,... les milieux de A^Aj, B^Bj, GiG,, DiDj,... et a,, 
b,,.., les milieux de A^A',, B^B',,... ; démontrer quô la 
gomme des volumes des polyèdres ai&iq. . . et ajb^c^... est 
la demi-somme des volumes des polyèdres donnés, (tuelle 
que soit la position du point P. 



SUR CERTAINES COURBES GAUCHES 

DU QUATRIÈME ORDRE 
Par M. Bioche, professeur au Lycée de Poitiers. 



Oû sait que par une courbe gauche du quatrième ordre 
(ou quartique gauche) déterminée par Tintersection de deux 
Surfaces du deuxième degré, il passe une infinité de surfaces 
dé ce degré. Il existe des quârtiques gauches telles que par 
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une de ces courbes il ne peut passer qu'une seule surface 
du deuxième degré. Ces courbes ont été étudiées en parti- 
culier par Steiner. 

I. — On peut obtenir ces courbes en se servant d'un 
système de coordonnées imaginé parM. Chaslespour Tétude 
des courbes tracées sur des surfaces du deuxième degré à 
génératrices rectilignes réelles. Soient OX et OY deux géné- 
ratrices de systèmes différents; par un point quelconque M 
de la surface passent deux génératrices ; 

L'une MA, de même système que OY, rencontre OX en A ; 

L'autre MB, de même système que OX, rencontre OY en B. 
Au point M correspondent donc deux segments OA,OB sur 
les génératrices fixes. Inversement, à ces segments corres- 
pond un point et un seul. Ce système de coordonnées est 
analogue au système de coordonnées cartésiennes dans le 
plan. Une équation /([a?,y) = o représentera une courbe sur 
la surface. 

Si f{x,y) est de degré m par rapport à a? et de degré jx 
par rapport à j/, la courbe représentée par f{x,y) = o ren- 
contre m fois les génératrices de système OX et (x fois les 
génératrices de système OY. Elle rencontre donc m + p. fois 
un plan tangent quelconque ; elle est de Tordre m -j- »"•• 

Pour les courbes du quatrième ordre w + H^ = 4» on peut 
prendre m = (jl = 2 ; on a alors les courbes d'intersection 
de deux surfaces du second degré. Si on prend l'un des 
nombres égal à 3, l'autre sera égal à i ; et on a une courbe 
dite de seconde espèce. 

Par une telle courbe il ne passe qu'une surface du deuxième 
degré. Car si m = 3 par exemple, toute surface du deuxième 
degré qui contiendrait la courbe proposée contiendrait 
également toutes les génératrices du système OX qui sont 
des sécantes triples de la courbe. 

Toute quartique intersection de deux surfaces du deuxième 
degré n'admet^ sur la surface, que des sécantes doubles : 
car chaque génératrice de l'une des surfaces rencontre 
l'autre, et par suite la quartique, en deux points. 

On sait que neuf points de l'espace pris sur une même 
quartique gauche de première espèce ne déterminent pas 
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une surface du second degré. Neuf points pris sur une 
courbe de deuxième espèce sont plus que suffisants pour 
déterminer la courbe, comme il est facile de le voir, et dé- 
terminent complètement une seule surface du deuxième 
degré. 

II. — Les quartiques gauches de deuxième espèce peuvent 
s'obtenir comme intersection d'une surface du deuxième 
degré et d'une du troisième. Considérons sur une surface 
du troisième degré S deux droites A, B qui ne se rencon- 
trent pas. Par ces droites je fais passer un hyperboloïde H ; 
H et S se couperont suivant les droites A, B et une courbe 
gauche du quatrième ordre G ; toute génératrice de H ap- 
partenant au système A, B rencontrera S et par suite G en 
trois points. Ges génératrices forment donc un système de 
sécantes triples.» Les génératrices du système différent ne 
rencontrent G qu'en un point. 

On peut en particulier prendre pour surface S un cône 
ayant pour génératrice double une génératrice de l'hyper- 
boloïde H. 

III. — Les quartiques de deuxième espèce sont unicur- 
sales. Car, si on fait passer un plan par une sécante triple, 
il ne rencontre plus la courbe qu'en un seul point, dont les 
coordonnées s'exprimeront par suite rationnellement en 
fonction d'un paramètre. 

Si on projette la courbe sur un plan en plaçant le centre 
de projection sur une sécante triple, on obtient unequartique 
plane à point triple. Sur les autres rayons projetants il n'y 
a qu'un seul point de la courbe, ce qui montre autrement 
qu'elle est unicursale. 

Voir Chasles, Rapport sur les progrès de la géométrie, p. 250; Cremona, 
Comptes rendus de V Académie des sciences ^ t. LUI; Salmon, Cambridge and 
Dublin Mathematical Journal, t. Y ; Steiner, Journal de Crelley t. LUI. 
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AGRÉGATION DE MATHÉMATIQUES 

CONCOURS DE 1883 



Mathématiques élémentaires. 

Trouver la hauteur AB et les bases AD, BG d'un trapèze 

rectangle ABGD, connaissant la longueur l du côté oblique 

3 
CD, Taire a* du trapèze, et le volume — ic6' engendré par 

4 
la révolution de la figure autour de (^D. 

Discuter des formules trouvées, et déterminer le minimum 

de 6'. On examinera les cas particuliers suivants : 

l ziza; 1= 3a. 

Mathématiques spéciales. 

D'un point donné P on mène des normales à un ellip- 
soïde donné. 

1® Démontrer que par les pieds de ses six normales, on 
peut faire passer une infinité de surfaces du second ordre S 
concentriques à rellipsoïde ; 

2® Trouver le lieu que doit décrire le point P pour que les 
surfaces S soient de révolution; 

3® Déterminer le cône lieu des axes de révolution des 
surfaces S ; 

4® Sur la section de ce cône par un plan perpendiculaire 
à Taxe mineur de l'ellipsoïde, indiquer les poiuts par les- 
quels passe l'axe de révolution quand la surface S est un 
ellipsoïde, un hyperboloïde à une ou à deux nappes, un 
cône, un cylindre, ou un système de deux plans parallèles. 

Composition sur le programme de licence. 

Théorie. — On donne un corps quelconque, dont les di- 
verses parties sont dpuées d*un pouvoir attractif suivant la 
loi de Newton, et on admet, comme préalablement démontré, 
que les composantes de l'attraction exercée sur un point M, 
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ayant pour coordonnées a?, j/, z, sont représentées, à nn 

facteur constant près, par les dérivées -r-, -r-, ^— du po- 

ax ay az 

tentiel V, relatif au point M. Prouver qu'on a toujours 

e étant la densité de la masse attirante au point de cette 
masse qui coïncide avec le point M. 

Démontrer que toute fonction U qui, mise à la place de V 
dans réquation précédente, satisfait à cetle équation, ne 
diffère pas du potentiel V, si elle remplit en outre les con- 
ditions suivantes : 1® la fonction U est continue ainsi que 
ses dérivées parlielles du premier ordre; 2° les produits 

TT TT TT J^ J^ ,rfU 

restent finis quand une ou plusieurs des variables x,y^z 
deviennent infinies, la masse attirante étant limitée. 

Applicalion. — Étant donné un ellipsoïde E, on sait qu'en 
chaque point de Tespace se coupent trois surfaces du second 
degré homofocales à E ; désignons par X, (x, v, les demi-axes 
de ces surfaces parallèles au grand axe de rellipsoïde E. 
On considère une masse indéfinie douée d'un pouvoir attrac- 
tif suivant la loi de Newton, et dont la densité en chaque 
point est exprimée par une fonction de A, [x, v. On demande 
quelle doit être la forme la plus générale de cette fonction 
pour que les surfaces de niveau soient des ellipsoïdes ho- 
mofocaux à E. Cette forme étant trouvée, calculer l'attrac- 
tion de la masse sur un point quelconque. 



CONCOURS D'AGREGATION (1883) 

lik>lutioii par M. Gérard, professeur aa collège de GluDy. 



D'un point donné P on mène des normales à un ellipsoïde 
donné, 

4^ Démontrer que par les pieds de ces six normales on peut 
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faire passer une infinité de surfaces du second ordre S concen- 
triques à V ellipsoïde; 

2® Trouver le lieu que doit décrire le point P pour que les 
surfaces S soient de révolution; 

3^ Déterminer le cône lieu des axes de révolution des sw- 
faces S; 

4® Sur la section de ce cône perpendiculaire à Vaxe mineur 
de rellipso'ide, indiquer les points par lesquels passe l'axe de 
révolution quand la surface S est un ellips&idey un hyperboloïde 
à une ou deux nappes, un cône, un cylindre ou un système de 
deux plans parallèles. 

I. — Soient X; Y, Z, les coordonnées du point P; 

\"T- -A I = o, (1) 

l'équation de Tellipsoïde. 

. Les coordonnées du pied d'une quelconque des normales 

doivent satisfaire aux relations 

«2 = ^ b^ = cS 

X y z 

qui peuvent s'écrire 

(èa _ c^)yz + c^Zy — 6*Yj5 = o \ 

(c2 — a*)iaj + a*Xi3 — c^'Zx = o [ (2) 

(a* — b^)xy + b^Yx — a^Xy = o ) 

Multiplions ces équations respectivement par a*X,6*Y,c*Z, 
nous obtenons le résultat suivant : 

a«(6* — c^)Xyz + b^{c^ — a^)Yzx -f- c^{a^ — b^)Zxz — o; (3) 

c'est l'équation d'un cône qui passe par les axes de l'ellip- 
soïde et par les six droites joignant le centre de cette sur- 
face aux pieds des normales. Ce résultat est bien connu et 
le cône que nous venous d'obtenir est, comme on le sait, 
celui qui a avec le cône de Ghasles une génératrice commune 
et qui donne, par son intersection avec celui-ci, la cubique 
gauche aux pieds des normales issues du point P. 

IL — D'après cela, l'équation générale des surfaces S est 
de la forme 
Aa52+Ay+AV+2XBî/z+2XB'^aj+2XB'an/— I =o; (3 bis) 
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en posant A = — -, A' = ----, A' = — r- 

B = o«(6« — c*)X } (4) 

B' = 6«(c» — a«jY 
B'=cV— 6«)Z 
Si aucun des coefficients B n'est nul, la condition pour 
qu'une des surfaces S soit de révolution est 

d'oîi on tire 

__ (A — A^jBB^ _ !(A^— A^jB^B^^ 

■~ B"(B'* — B*) "~ B(B''« — B'») 
et par suite 

(A' -. AOB'«B^« + (A'' — A)B''«B« + (A — A')B«B'« = o. (8) 
En remplaçant les coefficients A et B par leur valeur (4) 
on a réquation du lieu du point P, savoir, après simplifica- 
tions, 

a«(6« _ c«) X» "^ 6«(c-2 — o»)Y« "^ c«(a«— 6»)Z»~ ^ ^^***^ 
C'est un cône du quatrième ordre que nous appellerons le 
cône V : il passe par les trois axes, et il est facile de voir 
que les points situés sur ces trois axes correspondent au cas 
cil deux des coefficients des rectangles des variables sont 
nuls dans l'équation des surfaces S. 

III. — L'équation des surfaces S étant mise sous la forme 
(3 bis) on sait que les équations de l'axe de révolution sont 

B'B' B'B BB' ' '^ 

portant dans Téqualion (5), on a poUr le lieu des axes de 
révolution 

(■F-?)--+(-^-^)»' + (v-^)»-=°- 

C'est un cône que nous appellerons le cône W. [(7) 

IV. — La section du cône W par le plan 

55 = I 

a pour équation 
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Si nous supposons a'^b^ c, 
ce sont des hyperboles ayant pour axe transverse Taxe des y 
et pour axe imaginaire Taxe des x. 

L'équation des surfaces S étant mise sous la forme (3 bis), 
on sait que la racine double de Téquation dite équation 
en S est 

B" "~ B'^B''* — B«B'* — b— b 

c'est-à-dire, d'après les équations (6), 

,. ,. ^<"--''''+(f-^)" 

x^ — y^ 
Comme la somme des trois racines de l'équation en S est 
A + A' -j- A", la racine simple sera 

BB'\ 
• A + A' + A--2(A'-X^j = S' 

,. (^ + -ir-i)(.--.-)-Kf-^>' 

OU S ' = r- 1 . 

x^ — t/* 

On voit que les racines de l'équation en S ne varient 
pas lorsque x, j/, z ou encore B, B', B", varient proportion- 
nellement. Si donc on se reporte aux expressions (4) des 
coefficients B, on verra : 

l^ Que la surface S reste la même quand le point P prend 
diverses positions sur une arête du cône V; 

2*^ Que les cônes V et W se correspondent arête à arête. 

D'après les valeurs de S', S", S'" données ci-dessus, on 
voit que les lignes séparatrices sur la section (8) faite dans 
le cône V seront, en faisant js = i, 

(^ + i— ^)(-*-î/-)-<i-^)==o( (9) 

x^ — î/' = o. 

La première des lignes (9) rencontre la section (8) en 
quatre points M, M', M", M"' doïit les coordonnées sont 

a'^x^ = b^y^ = c«; 



I 
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La deuxième en quatre points N, N', N', N'" qui ont pour 

I 






coordonnées 



X^=z 



œ 



j/« = 



JL4. J L 

I 



+ ^- 



a 



a* ^ 6« c« 



11 est visible que le numérateur de ces deux fractions 
est toujours positif. 



Si donc, 






a» ■ 6» c 
les quatre points N seront réels. 

Et si 



2_ , j I 



ils seront imaginaires. 

Enfin la troisième des lignes (9) reocontre la section (8) 
en quatre points Q, Q', Q", Q'", qui ont pour coordonnées 

a* = j/* == I . 




Donc 
Premier cas. 



a« ^ 6« c* 



o. 
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Marquons les douze points d'intersection et le sommet A 
(fig. i) ; comme Taxe des y est réel pour la première courbe 
(9) et imaginaire pour la deuxième, les points se succéde- 
ront dans Tordre A, M, Q, N. 

On dressera donc le tableau suivant : 

ellipsoïde ; 



de A en M 
en M 

de M en Q 
en Q 

de Q en N 
en N 

de N à C30 



S" > o 

S' = o plans parallèles ; 

hyperboloïde à deux nappes. 

S" = 00 cône ; 

hyperboloïde à une nappe; 



S'<o 
S'" > o 

S' = 00 

S'> o 



S''<o 

S'' = o cylindre ; 

^, ellipsoïde. 




Deuxième cas. 



I 
Le point N passe à l'infini (jig, S) ; 






i 
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de A en M I ' ;^ ellipsoïde ; 
( b > G 

en M S = G plans parallèles 

hyperboloïde à deux nappes; 
o > G . 

en Q cône; 

^, ^ hyperboloïde à une nappe. 



S'<o 



Troisième cas. 



I 



JL4._I 

a* "^ 6« c* 



G. 



F^. 




La deuxième des courbes (9) a pour axe transverse Taxe 
des y et les points N deviennent imaginaires {pg. 3). 

On a donc absolument le même tableau que dans le cas 
précédent. 



> 



•14 
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QUESTION 28 

^latlon par M. Aubzandre, élève de mathématiques spéciales 

au Lycée d'Angers 



Construire la courbe Lx Ly = K. (Laisant.) 

Lx 

OU y = e 

Dans cette fonction on ne peut faire varier x que de o à * 
^- OD et y est toujours positif. Mais pour la valeur i de x, la 

y 



fonction n'est pas continue, on devra donc faire varier x de 
à I — e, puis de i + ^ ^ + ^ • 
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D'ailleufs la dérivée étant toujours négative, la fonclion y 
déeroit constamment. 

Pôttt œ =± ô, y = I el la tangente est Oy ; x augmentant, 
y diminue ; lorsque œ est très voisin de i , t/ approcha beau- 
coup de 0. 

Pour une valeur de x un peu supérieure à i, y est infini; 
la courbe revient de l'autre côté asymptote à a; = i, y dimi- 
nue en même temps que œ augmente. Et a? augmèiitaàt indé- 
finiment, la courbe devient asymptote à y = i . 



■' .r ^ «» 1.* j n adt^tf» 



VARIÉTÉS 



UN PARÂJ)OXE GÉOMÉTRIQUE 

Considérons un carré formé de 64 cases; divisons-le en 
deux rectangles ayant pour hauteur la hauteur du carré, et 
pour bases trois et cinq unités. Divisons le petit rectangle 
en deux parties pour une diagonale et le grand rectangle 
en deux trapèzes égaux. Si Ton découpe le carré en quatre 
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fragments, on peut les juxtaposer de manière à obtetiltr la 
figure (2) ; mais celle-ci contient 65 carrés, pendant que l'autre 
en contient 64. On aurait donc 65 =64. L'explication de 
ce paradoxe est facile. Nous avons supposé que les côtés 
des fragments placés le long de la diagonale du rectangle 
coïncidaient avec celle-ci; mais il n'en est pas ainsi, car 
ili'lAisBéât eiitro eux uûéè^aeè vide équivâleùt à un carré. 
L'illufiidil Hsiilte de là .]^6tité différéhôè qui eiisté entré 
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rinclinaison de la diagonale du rectangle des côtés 5 et i3 

sur le grand côté et celle de la diagonale du rectangle des 

côtéç 3 et 8 sur le grand côté. En effet, ces deux inclinai- 

5 3 
sons sont respectivement — ^ et 'rr> dont la différence est 

i3 8 

5 3 I 



i3 8 104 
Les nombres 5, 8, i3 appartiennent à la série 
o I I 2 3 5 8 i3* 21 34 55 89 . . . 
que Ton obtient en ajoutant successivement deux termes 
consécutifs ; elle a été indiquée pour la première fois par 
Léonard Fibonacci de Pise, mathématicien du xin® siècle. 
Dans cette série, le carré d'un terme quelconque, diminpé 
du produit des termes qui le comprennent, est alternative- 
ment -f- I et — I ; ainsi 

8»— 5.i3=— I 
21' — 13.34 = — ^ 
55» — 34.89 = — I 



On pourra donc remplacer le carré de 8 unités de côté par 
des carrés de 21 et 55 unités de côté, et Ton obtiendra des 
figureis paradoxales d'approximation plus grande. 
On a aussi i3*— 8.21— -f-^ 

34* -T- 21.55 = -j- I 



et Ton pourra employer des carrés de i3, 34 . . . cases 
de côté ; mais, afin de reproduire l'illusion précédente, il 
faut d'abord construire le rectangle et le découper, de telle 
sorte que l'intervalle vide se produise dans le carré» 

Si l'on observe que cette série provient du calcul des 
réduites de la fraction continue la plus simple 



i + - 



1+-^ 



1+ ' 



on peut considérer ces découpages comme une représenta- 
tion géométrique de la grande approximation donnée par 
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les fractions continues ; il serait donc facile de construire 
beaucoup de figures de ce genre. 

QUADRATURE DU CERCLE 

On sait que, pour obtenir la longueur d'une circonférence, 
il faut multiplier le diamètre par un nombre fini, que Ton 
désigne habituellement par x, et que, pour obtenir Taire 
du cercle, il faut multiplier par x le carré du rayon. Archî- 
mède a donné le premier la valeur approchée 

22 

"" — — • 
Mais on connaît depuis longtemps la valeur de tc avec 
une très grande approximation. On a remplacé la méthode 
des périmètres d'Archimède et la méthode des isopérimètres 
de Descartes par des méthodes qui reposent sur l'emploi 
des séries. C'est ainsi que Leibnitz a donné la formule 

et que Machin a donné celle-ci : 

4 T 5 3 . 5« ^ 5 . 55 7717 + • • • J 

-F-i l 4._J_ 1 

L239 3 . 239» ^ 5 . 239» ~ •••Jî 

avec celte dernière formule, un géomètre anglais, M. W. 
Shanks, a calculé x avec cinq cent trente décimales. 

On peut retenir facilement les trente premières décimales 
du nombre w au moyen du quatrain suivant r 

Que faime à faire apprendre un nombre utile aux sages • 

Immortel Archiméde^ artiste ingénieur, ' 

Qui de ton jugement peut priser la valeur? 

Pour moi ton problème eut de pareils avantages. 
Si l'on écrit successivement le nombre de lettres de chaque 
mot, on trouve ainsi les trente premières décimales : 
«== 3,14159 26535 89793 23846 26433 83274...; 
mais nous n'engageons personne à continuer ce travaU po'é- 
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tique pour les 53o déçîmaieti da calcul de M. Shasks (^). 
Pour les usages ordiuaireSy quatre ou cinq décimales suffiseat, 
nous donnerons comme exemple TappUcation suivante : 

Connaissant le centre d!un roukau de papier peint et le nombre 
des feuilles depuis le rayon jusqu'à la circonférence, déterminer 
la longueur du rouleau. 

Si Ton désigne par l la longueur du rouleau, par r le 
rayon et par n le nombre des feuilles, on peut consid^érer 
approximativement le profil du rouleau comme un eercle de 
rayon r, qui a pour surface «r* ; d'autre part, si Ton déve- 
loppait le rouleau, le profil deviendrait un rectangle de Ion- 

gueur / et d'épaisseur — ; on a donc 

/ . — = Tcr* ; 

d'oîi l == xm. 

Le problème de la quadrature du cercle consiste à trouver 
par des constructions géométriques le côté d'un carré équi- 
valent au cercle ayant l'unité pour rayon. Nous avons dit, 
dans notre premier volume (p. 167), que c'est un préjugé 
pour beaucoup de personnes de croire à l'impossibilité dé- 
montrée de la quadrature du cercle ; mais il i^'en est plus 
de même actuellement. 

Lambert a démontré, en 1761, que le rapport de la cir- 
conférence au diamètre est incommensurable, il était aussi 
démontré que le carré de ce rapport est encore incommen- 
surable (l^EGSNDas, Éléments de géométrie^ note IV}. D'autre 
part, dai^s wx çidmirable mémoire sur la fonction exponen- 
tielle, M. Hermite avait démontré en 1874 que le nombre e 
base du système des logaritbmesi 9épérien9 est un nombre 
transcendant, c'est-à-dire que ^e pombre e ne peut être la 
racine d^une équation de degré quelconque à coefiicients 
entiers ou formés d'irrationnelles algébriques ; mais l'illustre 
géomètre écrivait, dans une lettre ^ !!(. B,orcbardt : « Je ii# 
me hasarderai point à la recherc]ie d'une dénxonstration dei 

(*)• D'autant que la trente et unième décimale est un zéro. (Note de la 
réfaction.) 



la transeendànoe du nombre «. Qae d'autres tentent Tentre* 
prise *, nul ne sera plus heureux que moi de leur succès ; 
mais eroyes-moi, mon cher ami, il ne laissera pas dé leur en 
coûter quelques efforts, i» 

En 1882, M. Lindemann annonçait à TAcadémie des sciences 
qu'il était parvenu à démontrer la transcendance dd nombre 
TZy et qu'il avait déduit cette proposition des formules de 
M. Hermite. Sa méthode n'est qu'une généralisation, mais 
fort habile, qui reposé sur la liaison mystérieuse des nombres 
6 et «, formiûée par Euler : 

La cinquième édition de l'excellent Traité de géométrie de 
MM. Rouché et de Comberousse contient le résumé et la 
simplification des formules de M. Hermite et des recherches 
de M. Lindemann ; M. Rouché ajoute que ce dernier travail 
si remarquable appelle d'autant plus l'attention qu'il i^e 
semble pas devoir être le dernier mot sur ce sujet au moins 
sous le rapport de la simplicité. N'est-ce pas le cas de répéter 
avec Bacon : a Nous n'arriverons à quelque chose de définitif 
qu'après avoir longtemps vécu de provisoire. Mais ce pro- 
visoire ne nous fascinera pas, nous saurons qu'il n'est pas 
notre dernier but et, dans les champs de la science, let 
plus hardis travailleurs n'oublieront pas qu'il faut d'abord 
faire une première vendange. » 

Extrait des Récréations mathématiques de M. Ed. Lucas, t. IL) 



QUESTIONS PROPOSEES 



77. — Étant donnée une ellipse, on décrit de l'un des 
foyers comme centre de F par exemple, une circonférence 
de rayon égal à l'ordonnée de ce point. Au point F corres- 
pond une directrice ; on prend la droite DD' symétrique de 
la directrice par rapport à F, et l'on mène du point F le 
rayon vecteur FIMM' rencpntrant le cercle, l'ellipsQ et la 
droite DD' respectivement en I, M et M'. Prouver que 



240 JOURNAL DB MATHÉMATIQUES SPÉaALES 

IM.IM7 = p', p étant l'ordonnée du foyer. (X. Antomari.) 

78. — Soit ABGD un quadrilatère inscriptible. Désignons 
par A4 la surface du triangle BGD, et par P^ la puissance du 
point A par rapport à un cercle quelconque situé dans le 
plan du quadrilatère. Désignons de même par.B^ et P, lea 
quantités analogues pour le point B, etc. Prouver que Ton a 
la relation . A^P^ — B^Pj + CiP, — D^P* = o. 

Déduire de là les propriétés du quadrilatère inscriptible. 

(X. A.) 

79. — Un quadrilatère A^A^A^A^ est inscrit dans un 
cercle 0. Soit 0' le cercle passant par A^A, et tangent au 
côté A1A4. Le côté Â,A, rencontre ce cercle en un second 
point I. Prouver que Ton a 



A,A3 lA, 



(X. A.) 



AjA^ AjA^ 

80. — p étant un nombre premier impair, et P un poly- 
nôme entier, à coefficients entiers, l'équation 

{x + yy '^xP — yP=:zpxy{x + y) P« 
n'est vérifiée que par 

p = 7, P = CD* -}- ^y + !/'• (Catalan.) 

81. — Sommer 

^«-2 . {n-4){n-S) ^^ (n-6)(n~7)(n-8)(n-^9 ^^^ 
' 2.3 2.3.4.5 



et démontrer que si n est un nombre premier, les fractions 
(n — 4)(n — 5) (n — 6){n — j){n — 8)(n — 9) 



• • • * 



2.3 , 2.3.4.5 

se réduisent à des nombres entiers. (Catalan.) 



Le Rédacteur-Gérant, 
£• YAZEILLE. 



IMPRIXIRIl CBNTaALl DBS CHEKINS DS FER. — UfPRWIRIB CHAU. 
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SUR UNE 

NOUVELLE ESPÈCE DE FRACTIONS CONTINUES 

Par M. G* de I^onn^champi* 

(Suite. V. p. 193, 217.) 



VII. Application aux fonctions U» du second 
ordre. — Ces fonctions sont déterroinées par l'équation de 
récurrence, tJ« — 2p U»-i -|- q U«-2 = o. (1) 

Nous allons chercher l'intégrale U» en appliquant, dir/»c- 
tement, notre méthode et sans admettre le théorèma Je 
La grange. 

A cet effet, posons 

Nous avons, entre les fonctions V, la relation 

Vn — 2p Y^ + q Vn_2 + a'^^ (q^« _ 2ap + ç) = o. 
Considérons l'équation 

55* — 2pz -[- g = o. 
Nous supposerons p* — g, diflérentde zéro et nous désigne 
rons par z^ et jî,, les deux racines de cette équation. Eu 
prenant a = jj^, ou a = z^, nous ayons 

Vn — 2p Vn^i + q V„.2 = o. 
Si nous posons (§ V) 

U„=AUo+BU„ 
nous avons aussi (§ V) 

Vn=AVo+BV,;. 
et, par suite, 

Un - V„ = A (Uo - Vo) + B (U, - V,). 
La relation (2) permet d'écrire celte égalité de la manière 
suivante : a** = A + Ba. 

Cette égalité est vérifiée : 1® pour a = z^; 2® pour a = Zo. 
Nous avons donc js^*» = A -)- Bjs^, 

jî^** = A -f- Bz^. 
Si nous résolvons ces équations, par rapport aux incon- 

JOUENAL DE HATE. SPÉC. 1883« 11. 
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,nues Â et B, nous obtenons 

= Z^%^ , iJ = ' 

Posons maintenant 



T — 



gj^ — g»** 

«4 — J5, 



'1 — '"« 

nous avons, enfin, 

A = — 9T„^„ ^ B=T„. 

L'intégrale U" est donc donnée par la formule 

U„ = - gTn_iUo + T„U,. (a) 

Cette formule est bien Y intégrale générale^ car elle renferme 
deux constantes arbitraires Uq. U| et Ton peut vérifier que 
régalité précédente se réduit à une identité pour n = o, et 
pour n = I . L'expression de U„ se trouve ainsi donnée en 
fonction de T» et de T„-i. Ces fonctions T„ ont été étudiées, 
particulièrement, par M. Ed. Lucas et, avec les fonctions S„, 

Sn = Z^- + V, 

ont été nommées par lui fonctions numériques simplement 

périodiques (1). 

En posant, A = 4(p' — g), 

on trouve 

^ n , , n{n — i)(n — 2) „ ,, 
T„ = — p"-^ + — ^ ^^— r — ' p"-»A 

I '^ 1.2.3 

n(n— i)(n-2)(n-3)(n-4) ^^^^^ 

1.2.3.4.5 i^'*- 

D'après cette formule, démontrée par M. Ed. Lucas (loc. 
cit.), l'expression de U«, en fonction de p el de q, se trouve 
donnée, en utilisant l'égalité (a). 

VIII. — Examen du cas des racines égales. — 

11 nous reste à considérer le cas particulier que nous 
avons réservé, celui où l'on suppose p* — q = o. 

On peut encore éviter le théorème de Lagrange et cher- 
cher directement l'intégrale Un, comme nous allons le montrer. 

L'équation proposée est alors 

U« — 2pU„_i + p*Un_, = o. 



[i) Nouvelle Correspondance malhématiquey 1877; p. 369, 
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Celte relation peut s'écrire 

Un — pVn^i = p(Un-i — pU„-,). 

Il est alors naturel de poser 

et Ton a, Pn = |>pn-i. 

Cette dernière égalité donne, par combinaison^ 

Nous avons donc le tableau suivant : 

Vn—P U„_i = pn= P**-* pi, 

Un-i — p Un_2 = p„-l = p"-'pi 



Ui — pUo = pi = pVi.. 
Multiplions ces égalités, respectivement, par 

I, P, P", ... p"-*, 
et ajoutons ces résultats, nous obtenons la relation 

Un — p"Uo=np'^*Pi. 

Si nous remarquons enfin que p^ = U^ — p Uo, nous 

avons finalement 

Un=PnjUo + n(-^-Uo)|. 

Nous allons maintenant, ces explications nécessaires 
étant données, aborder l'étude que nous avons en vue dans 
ce travail de fractions continues, d'une nouvelle espèce, 
représentant, comm e les fractions continues ordinaires, les 
irrationnelles du second degré. Nous résumerons, assez 
fidèlement, ce que nous avons exposé jusqu'ici en faisant 
remarquer qu'il résulte de ce que nous venons de dire: 

4^ Que Vintégrale Un, des suites récurrentes proprement diteSj 
peut toujours se calculer sans qu'on ait à résoudre l'équation 
génératrice et par le seul calcul de la fonction symétrique S»; 

2^ Que Von peut trouver U par une méthode directe élémen- 
taire et qui évite la démonstration du théorème de Lagrange ; 

5® Dans le cas où la fonction U„ vérifie la relation de reçu - 
rence ; Un — 2p Un-i + q Un_2 = o, 

si l'on suppose q = p*, on a 

etst q — p* est différent de séro, on a 
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U„ = — qT„.iUo + T„Ur. 
en posant: 

I 1.2.3 

et A = 4(p* — q). (A suivre.) 



NOTE SUR LES CUBIQUES 

Par M. H. I#e Pont^ à Paris. 



Étant donné un triangle ABC pris pour triangle de réfé- 
rence, l'équation x^y = z^ (1) 
représente une cubique F passant par les sommets A et B 
de ce triangle, et ayant pour tangente de rebroussement au 
point B le côté BC, x = o; et pour tangente d'inflexion 
en A, le côté AG, y = o. 

z 
Posons x = — f y = t*z^ (2) 

réquation d'une droite passant par deux points t^ et t^ de 

X y z 
la courbe, est i tl t^ =z o 



X 


y 


s 


I 


tl 


h 


I 


tl 


t. 



ou en développant 

hh {U -t- h)x -^ {t^ + y, + t^^z + 2/ = o 
et en supposant t^ = /„ cette équation devient celle de la 
tangente à la courbe au point t ; 

2,i*x—3tH + j/==o." (3)' 

L'équation 2t^Xç^ — 3/*j5o + ^0 = (4) 

donne les valeurs de / correspondant aux trois tangentes 
que l'on peut mener à la cubique F par un point P (a?o, yo? 
^o) du plan. 

L'équation aux t d'intersection de la cubique F avec une 
conique Û 

occ* + ^y + ^"^* + ^^y^ -}- 2b'zx + 26"a;t/ = o (S) 
est a'/« + 2bt' + 2&7» + o'/* + 267 + a = o. (6) 

Nous exprimerons que cette conique G passe parles points 
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de contact des tangentes issues du point P en identifiant 
réquation (6) avec le produit 

{2t^x^ — 3/% + Vo) {^' + w^' + v/ + w)y (7) 
ce qui donnera les relations 

2Xq 2VXq — 3uzq 2WZo — 3t;igo-f-yo 

a' "" 2b "" 26* 

_ uyo — 3u)Zo _ tn/o _ tot/p ) (8) 

a" 26' ~ a 

2i/a?o — 3j35o = o 

relations qui permettront de déterminer la nature de la 
conique C, suivant les données du problème proposé. En 
particulier, si nous voulons que les tangentes aux trois 
autres points d'intersection des courbes G et F concourent 
en un point Q (5, tj, C) du plan, nous aurons 



0= — a -rr -. TT-, a = — a 






(9) 



avec la relation Cx,, + z^E = o. (10) 

et réquation de la conique G s'écrira 

■n!/oi»" + 4^oy* — 3(yizo + yoO^' 4- 9^oj/^ .^^^ 

Nous pouvons donc énoncer les théorèmes suivants : 

I. — Étant donnés deux points P(Xo,yo, z©) et Q(Ç, r|, Ç) (ifont 
les coordonnées satisfont à la relation 

Çxo + zji = o, 
on peut toujours déterminer une conicfoe G et une seule passant 
par les points de contact des six tangentes menées à la cubique F 
par les points P et Q. 

II. — On peut toujours mener six conique circonscrites au 
triangle de référence et tangentes à la cubiqt^ F; ces six coni- 
ques se coupent trois à trois en deux points "P et Q d'une sep- 
tième conique circonscrite au même triangle et dont les coordon- 
nées (xo, yo» Zq), (Ç, iq, Ç) satisfont à réquation 

Çx» + ^oE = o. 



346 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCULES 



CONIQUES 

PASSANT PAR TROIS DES QUATRE POINTS COMMUNS A DEUX 

CONIQUES DONNÉES 

Par M. Poojade, professeur de mathématiques spéciales au Lycée de Lyon. 



Premier cas, — Le point laissé de côté est à distance 
finie. Nous le prenons pour origine. L'équation d'une des 
coniques qui y passent peut s'écrire oo? -f- py = o, a, p 
étant des fonctions linéaires données de œ et y. Ecriyons 

cc(a + Xt/) + y (p — \x) = G, 
X constante arbitraire. De même la seconde conique a pour 
équation, je suppose 

aî(a + Wy) + y (P' — rx) = G. 

Pour que des valeurs de x et y, qui ne sont pas nulles à la 
fois, satisfassent à ces deux condilioos, il faut et suffit qu'on 
ait (a + Xy)(P' — X'x) — (a' + Xy)(p — \x) = o. 

Cette équation représente une conique qui passe donc 
par les trois points, autres que l'origine^ communs aux 
deux coniques données . Développée, elle renferme au 
preinier degré seulement les constantes arbitraires X et X' ; 
donc on pourra faire passer la conique par deux autres points 
arbitraires. Nous avons l'équation générale des coniques 
passant par les trois points considérés. 

Application. — Cercles passant par les pieds de trois 
normales menées d'un point P (a, P) à l'ellipse 

— j- -}" n — I = o (axes rectangulaires). 

Les pieds des quatre normales sont à l'intersection de 

l'ellipse et de 

c'ajy + 6*paj — a'ay = g. 

Soit M (x'y') l'un d'entre eux laissé de côté, on trouve, 

en appliquant la méthode précédente, ou, ce qui revient ici 

au môme, en écrivant les deux équations ainsi: 
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- 6» (X - œ'Xy - 8 - ^ y') 

b* 

+ a»(y— y')(a5 — a a5') = o; 

<x 

l'équation du cercle cherché sous la forme 

(x + x') (x — X -{- — x'j 

+ (y + y){y-P--^ y') = o. 

On voit que ce cercle a pour quatrième point commun 
avec l'ellipse le point M' ( — x\ — y) diamétralement 
opposé au pied M laissé de côté. (Théorème de Joachimsihal.) 

Son centre I a pour coordonnées — (a ^ j, — ( p -|- — j. 

Pour le construire, soit Q le point qui se projette sur les axes 
aux points où ils sont rencontrés par la normale en M à 
Tellipse; son symétrique par rapport à étant Q', le point I 
est au milieu de PQ'. Le cercle est déterminé. 

Il est aisé de vérifier que la parallèle menée de I à la nor- 
male en M passe par le point ( , — — j milieu de OP', 

P' étant symétrique de P par rapport à 0. Ce point est donc 
commun aux quatre droites ainsi obtenues. (Propriété indi- 
quée par M. Laguerre.) 

Enfin il est visible que pour que le cercle ci-dessus passe par 
le point M {x'y'), il faut et suffit que P soit le point de contact 
de la normale en M et de la développée. Mais cette condition 

donne x'^a- i±.^+y^(^p+ ?r)=o- 

Donc pour construire Textrémité du rayon de courbure en 
M, il suffit ayant tracé la normale en ce point qui coupe les 
axes en D, E, projections sur ces axes d'un point Q, d*abais- 
ser de ce point Q une perpendiculaire sur le diamètre OM; 
elle rencontre la normale au point P cherché. 

Deuxième cas. — Le point laissé de côté est à l'infini. 
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Supposons qu'il est dans la direction de Taxe des a?, direc- 
tion asymptotique commune. 

Il suffit de rendre les équations homogènes et de remar- 
quer qu'elles sont de la forme pj/ -|- yis = o, p, y fonctions 
linéaires de ce, y, z pour être ramené à un calcul tout sem- 
blable au premier. 

Application au cercle passant par les pieds des 
trois normales menées d'un point à une parabole. 

— On vérifie qu'il passe encore par le sommet de la para- 
bole. 

Remarque. — Nous avons vu dans l'application du premier 
cas qu'il n'est pas indispensable de faire le changement 
d'origine. De même dans le second cas, si la direction asymp- 
totique était y = mx on pourrait écrire les équations sous la 
forme p (y — mx) + ya = o de façon à éviter le change- 
ment d'axes. 



NOTE 

SUR LA MANIÈRE D^ÉCRIRE {X -}- h)^ SOUS FORME DE DÉTERMINANT 
Par M. Marchand, ancien élève de TEcole polytechnique. 



Le développement duhinôme pour des puissances entières 
peut se mettre sous la forme d'un déterminant à l'aide des 
considérations des plus élémentaires, empruntées à la théorie 
de la division algébrique. 
Cette dernière nous donne l'identité 

(X + A)"*+* — flD*"+* = h{x + A)"» + h{x + Kj'^^x 

+ h{x + hf-^ a?« +h(x'+ h)x'^^ + hx"^. 

qu'on peut écrire 

{x + A)*~+* — h(x + A)"» — h(x + A)«-* a? — A(ir + h)"^^ od^ 

— A(a? + A)2/"*~* = x"*+* + ^"** 

Donc en attribuant à m la série des valeurs entières 
comprises de o à m, et remplaçant pour simplifier l'écriture 
j* + A par 5, on obtiendra les (m + relations linéaires en 
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|«+* , E"*, . . . etc. Ç, 

Ç«» — A Çm-1 _f^^ Çm-2 _ /^^m-2 ^ — x"^ + 'i^'^* 

Çm-l __/j Çm-1 /^^m-1 Ç ._ ^m-1 _j. ftaî'^-2 

E* — ftS = CC« + hx 

E = a? + A, 
que Ton peut considérer comme formant un système d'équa- 
tions simultanées. 

Le déterminant du système ayant évidemment Tunité pour 
valeur, on pourra écrire . 

— h — Aoj ... — Ace*""* 
I —A ... —haf^^ 
o . I ... — hx^"^ 






(1) Ç"»** = 

(x+Ar+*= 

ac* + A.X o o . . I — A 

X -^ h o o ... o I 

ou encore, en remarquant que le déterminant que nous 
venons d'écrire est divisible par a? + A, 

^m — fi — /j^ — Ax"*~"* 



(2) 



ce 



m— 1 



m— 2 



I 
O 



— A 

r 



— hx^"^ 

— Ax"*-' 



ce 
I 



o 
o 



o 
o 



I 
o 



—A 



qui répond à la question que nous nous sommes posée. 

Première Remarque. — Prenant cette formule (2) à priori, il 
serait facile de démontrer qu'elle donne bien la valeur de 
(ce + h)m ; il suffirait pour cela de retrancher la dernière co- 
lonne de la première; car on mettrait alors en évidence un 
facteur ce 4- Â,en ramenant le déterminant (2) à une forme 
identique à celle qu'il a dans la relation (1); de proche en 

JOURNAL DE KATU. SPAC. 1883. 11. 
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proche en abaissant Tordre du déterminant d'ane unité, 
au fur et à mesure qu'on mettraitun facteur (x + h) en 
évidence, on arriverait donc à le ramènera la valeur (ir-|- A)"*. 

Deuxième Remarque. — Il est clair que si on remplace 
dans cette formule h par — A, ce qui revient à changer les 
signes de tous les termes situés à droite de la diagonale 
allant de l'extrémité supérieure gauchç à Textrémilé infé- 
rieure droite, c'est le développement de [x — h)^ que Ton 
obtiendra. 

Nous laissons maintenant aux jeunes lecteurs de ce jour- 
nal le soin de tirer, de cette formule^ les résultats intéressants 
qu'elle comporte à première vue, et notamment la forme 
qu'elle permet de donner aux puissances entières des nom- 
bres entiers, ou encore au développement de cos"* x et 
sin*" X, en fonction de puissances imaginaires du nombre e 
et de cos***a; et sin"*a; en fonction des puissances de coso; 
et de sin x. 



ÉCOLE CENTRALE (PREMIÈRE SESSION 1883) 



Géométrie analjrtique. 

On donne deux axes Ox, Oy, un point A sur Ox, un point 
B sur Oy : 

i^ Former l'équation générale des paraboles telles que, pour 
chacune d'elles, Oy soit la corde des contacts des tangentes 
menées du point A, et Ox la corde des contacts des tan- 
gentes menées du point B. 

â<* Trouver le lieu des points de rencontre de chacune de 
ces paraboles avec celui de ses diamètres qui passe par un 
point H donné sur Oy. 

On déterminera un nombre de conditions géométriques 
suffisant pour pouvoir tracer le lieu et on cherchera comment 
doit être placé le point H, pour que ce lieu se réduise à des 
droites. 

3® Déterminer le paramètre variable que renferme l'équa- 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES SSl 

tion générale du n® 1, de façon qu'elle représente une para- 
bole passant par un point donné P, et chercher dans quelles 
régions du plan doit se trouver le point P, pour que le pro- 
Llème soit possible. 

Trigonométrie. 

Résoudre un triangle, connaissant deux côtés et l'angle 
compris, savoir : a = 4326'^,829 

b = 7843",435 
C=i23«/43%2. 
Calculer A, B, c et Taire du triangle. 

Physique. 

Un thermomètre renferme à o% jusqu'au point A, un 
poids P de mercure et un cylindre B en fer, de poids P'; cet 
appareil étant porté dans une enceinte de température a?, 
inconnue, le liquide s'élève jusqu'au point G. La tige a été 
divisée préalablement, au-dessus du point A, en parties 
d'égale capacité v, jaugées à o°; l'intervalle AG comprend n 
de ces divisions. 

D et D' sont les densités à o** du mercure et du fer. 

f ei k sont les coefficients de dilatation cubique du fer et 
du verre; m est le coefficient de dilatation cubique absolue 
du mercure. 

Quelle est la température X de l'enceinte ? 

Exemple numérique : 

Mercure Fer 

n = 266 P = 197^1 F= 180^2 

V = o*=%ooi3 D= i3,59 D' = 7,8 

k = 0,00002^5 m = 0,00018 f = o>oooo35 

Chimie. 

1® Indiquer sommairement les préparations usuelles du 
chlore dans les laboratoires et dans l'industrie, et donner 
les formules qui les représentent. 

2** Galculer le volume du chlore (mesuré à la température o® 
et à la pression de 0^^,760 de mercure) nécessaire pour trans- 
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former en acidie sulfarique, en présence de l'eau, 10 litres 
d'acide sulfureux (mesuré à la température de o® et, à la 
pression de 0^,760 de mercure). 

Equivalents en poids Equivalents en volume Densités 
C/ 35,5 2 2,46 

SO* 32 2 2,22 

Poids d'un litre d'air : 1*293 mesuré à la température deo** 
et sous la pression de 0^,760 de mercure. 

Épure. 

Hyperboloïde de révolution à une nappe, entaillé par qua- 
tre cônes. 

L'hyperboloïde a son axe (^,J8') vertical à o™, 11 o du pian 
vertical et au milieu de la feuille; sa trace horizontale® 
touche la ligne de terre; la cote de son centre est o°,io3 
et ses génératrices rectilignes font un angle de 45® avec le 
plan horizontal. Les quatre cônes sont parallèles au cône 
asymptote de Thyperboloïde; leurs sommets, projetés hori- 
zontalement aux extrémités (s^^ s^, 5,, s^) de deux diamètres 
du cercle G) respectivement parallèle et perpendiculaire à la 
ligne de terre, ont pour cote commune o",8o. 

On demande de construire les projections du corps consti- 
tué par la partie de Thyperboloïde, supposé plein et opaque, 
qui, placée à Textérieur des quatre cônes, se trouve comprise 
entre le plan horizontal de projection et le plan bissecteur 
du dièdre antérieur supérieur. 

On indiquera, à Tencre rouge, les constructions employées 
pour obtenir un point quelconque des différentes lignes 
d'intersection et les tangentes en ces points. Ces construc- 
tions seront succinctement expliquées à l'aide d'une légende 
placée au bas de l'épure. 

Titre extérieur : Géométrie descriptive. 

Titre intérieur : Tronc d'hyperboloïde entaillé par des 
cônes. 

Placer la ligne de terre parallèlement aux petits côtés 
du cadre, à o™,25o du petit côté inférieur. 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES S53 



ÉCOLE CENTRALE (2« SESSION 1883) 



Géométrie analytique. 

On donne, dans un plan, un rectangle ABCD et un point 
quelconque P; par ce point, on mène une droite de direc- 
tion arbitraire PR; des quatre sommets du rectangle on 
abaisse des perpendiculaires AA^ BB', GC, DD' sur cette 
droite. 

Ceci posé, on demande de démontrer : 

1° Que, parmi toutes les droites PR, issues du point P, il 
en existe une, PR', pour laquelle la somme r* des carrés des 
distances des quatre sommets du rectangle à cette droite 
est maxima, et une autre, PR', pour laquelle cette somme est 
minima; 

2® Que les deux droites PR' et PR' sont rectangulaires; 

3® Que le lieu des points P, pour lesquels le maximum de 
f * conserve une valeur donnée [a*, e&t une conique, et que 
la tangente à cette conique au point P est la droite PR'. — 
Que, de même, le lieu des points P, pour lesquels le mini- 
mum de r" conserve une valeur donnée X', est une conique, 
et que la tangente à cette conique au point P est la droite 
PR'; 

4® Que ces deux coniques sont homofocales et que leurs 
foyers communs sont indépendants des valeurs attribuées 
aux deux paramètres (x*, X*. Donner la position de ces foyers 
et examiner en particulier le cas oîi Tune des deux dimen- 
sions du rectangle s'annulerait. 

Trigonométrie. 

Calculer les angles et la surface d'un triangle connais- 
sant les trois côtés, savoir : 

a = 4528",74 
b = 3254^67 
c = 3i2i",54. 
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Épure. 

On donne un carré, dont le centre esta o",iio des deux 
plans de projection, dont les diagonales (6d, b'd') (ac, a'c') 
ont o",o88 de longueur, et sont respectivement verticale 
et parallèle à la ligne de terre. Dans le plan de ce carré, 
du point ce' comme centre, avec un rayon égal au côté du 
carré, on trace un cercle ; ce cercle, en tournant autour de 
la diagonale verticale (6rf, b'd)\ engendre un tore, et le côté 
(6c, 6V) prolongé engendre, en tournant autour de (ad, a'd')^ 
un cylindre. 

On demande de représenter la partie, supposée opaque, 
delà surface du. tore comprise dans le cylindre. 

On indiquera, à Tencre rouge, les constructions relatives 
à la recherche d'un point quelconque de la ligne commune 
au tore et au cylindre et de la tangente à cette ligne. 

Ces constructions seront succinctement expliquées à Taide 
d'une légende placée au bas de Tépure. 

Titre extérieur: Géométrie Descriptive. 

Titre intérieur : Surface d'un tore comprise dans un cy- 
lindre. 

Placer la ligne de terre parallèlement aux petits côtés du 
cadre, à o°*,23o du petit côté supérieur, et l'axe du tore au 
milieu de la feuille. 

. Physiciue. 

Un récipient de volume invariable renferme de l'air sec 
comprimé. On laisse échapper, par un robinet, une partie 
du gaz ; par suite de cette détente, le gaz restant se refroidit 
et prend la température t. On ferme alors le robinet et on 
observe, au même moment, la pression h donnée par un ma- 
nomètre qui communique avec l'intérieur du récipient. 
Lorsque l'air qui reste dans le récipient est revenu à la 
température ambiante T, on observe la pression H donnée 
par le manomètre. — Calculer la température ^ 

On appliquera la formule obtenue aux données particu- 
lières suivantes : 

T, température ambiante = 20®. 
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hy pression à la . fermeture du robinet = o™,8oo de mer- 
cure. 
H, pression finale = o^.SSSy de mercure, 
a, coefficient de dilatation de l'air = 0,00367. 

Chimie. 

1® Préparation du phosphore à Taide des os ; sa purifica- 
tion ; sa transformation en phosphore rouge. 

2<* Combien faut-il employer de litres d'oxygène sec, à la 
température de i5*^ et à la pression de o",745 de mercure, 
pour obtenir 5o grammes d'acide phosphorique anhydre par 
là combustion du phosphore. 

Équivalents en poids, du phosphore : 3i ; de l'oxygène : 8. 
Densité de l'oxygène à la température de o® et à la pression 
de o°*,76o de mercure : i,io56. 

Coefficient de dilatation de l'oxygène : a= 0,00367. 



QUESTION 37 

Solution par M. Galle, élève de mathématiqaes spéciales 

au Lycée <Je Grenoble. 



On considère une parabole P, et sur cette courbe un point C. 
Soit N la normale en ce point. 4^ Trouver sur cette noi^male un 
point D, tellement choisi que le cercle S décrit de D comme cen- 
tre avec DG pour rayon rencontre P en deux points A et B, en 
ligne droite avec D . 

^ Démontrer que la surface du segment parabolique qui a 
pour corde AB est constante quand le point G se déplace sur 
la courbe P. 

3^ Équation générale de la droite AB. Démontrer ^ au moyen 
de cette équation générakj que V enveloppe de ces droites est une 
parabole égale à la proposée. 

4° Reconnaître que cette enveloppe se confond avec le lieu des 
centres des cercles S. Expliquer cette coïncidence. 

5° Aux cercles S on mène des tangentes parallèles à la droite 
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AB, Démontrer que k lieu des points de contact est formé de 
deux paraboles dont l'une est égale à la proposée quand on déplace 
celle-ci parallèlement à elle-même de la longueur 4 p, dans la direc- 
tion positive de son axe. (G. L.) 

1° L'équation de la normale en fonction du coefficient 

/ pm*\ 
angulaire est : y -{-pm^^mix j . 

Le coefficient angulaire de la tangente à la parabole, au 

pied de la normale, étant , celui de la corde AB sera 

^ m 

— . Donc, le point D se trouvera à Tintersection de la nor- 
m 

maie et du diamètre conjugué de la direction — : 

y — pm = o. 

Les coordonnées du point D sont donc : < 2 ' 

[y =pm. 
2® L'équation de la droite AB, est 

2X — 2my — p(4 — m') = o. 
Les ordonnées des points d'intersection de la parabole et 
de la droite AB sont données par Téquation 

t/* — 2pmy — p"(4 — m") = o, 
d'où l'on tire y' — y" = 4p, 

ce qui montre que le segment parabolique qui a pour corde 

AB, est bien de surface constante et égale à — ^ . 

3<* Pour avoir l'enveloppe de la droite AB, éliminons m 
entre l'équation de la droite et j/ = pm, équation donnée par 
sa dérivée prise par rapport à m. 

On a ainsi pour l'enveloppe demandée 

y* = 2pix — 2p), 
ce qui représente une parabole égale à la première. 

4® Le lieu du point D s'obtient en éliminant m entre 

. p(4 + m*) 
y = pm eix= ^ . 

Le lieu est le même que le précédent. 
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Ce résultat pouvait être prévu: car l'enveloppe d'une corde 
déterminant sur une courbe un segment de surface constante^ 
n'est aulre chose que le lieu du milieu de la corde. 

Sp Cherchons la longueur de AB, on a 

mais de l'équation de la droite on tire 

x' — x' = m{y — y") = 4|)m, 
d'où 8» = 1 6p«( I + m*). 

L'équation du cercle S est donc 

(y - pmy 4- (œ - t±^y = 4p.(, 4- m«). 

Le lieu s'obtiendra donc en éliminant m entre l'équation 
du cercle et celle d'une perpendiculaire à AB menée par le 

point D : y — pm = — m(x — ^IjLIL — L\ 

^» ^ V *• 4 + m' y — pm 
a ou 1 on tire x — p -î^— ^ = -2 l. — . 

2 m 

Portons cette valeur dans l'équation du cercle; on obtient 

(y — pmy = 4p'in*, 
ce qui se dédouble en 

y = 3pm, y = — pm, 

d'où wi = JL wi = — ~ . 

3p p 

Portons successivement ces valeurs dans l'équation de la 
perpendiculaire. On obtient pour le lieu demandé les deux 
paraboles y" = 1 8px ; j/* = 2p{x — 4p). 

Nota. — La même question a été résolue par M. Rauffmann, à Bordeaux. 



Seconde «olution par M. L. Jacob, à Lorieut. 

On considère une parabole P et sur cette courbe un point G. 
Soit N la normale en ce point. 

4^ Trouver sur cette normale un point D tellement choisi que 
le cercle S décrit de D comme centre avec DG pour rayon ren- 
contre P en deux points A. et B en ligne droite avec D. 

Soit GF la normale en G; GT la tangente au point G et TX 
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l'axe de la parabole donnée (^). Supposons le problème résolu 
et soit GâJB le cercle cherché ; la droite AB d'après une 
propriété connue du cercle fait avec TX un angle égal à 
XTG, le point D étant le milieu de AB se trouve sur le dia- 
mètre conjugué des cordes parallèles à AB, d'où la construc- 
tion suivante. 

Posez le point G' symétrique de G par rapport à l'axe et par 
le point G' menez CD parallèle à Taxe, son intersection avec 
la normale donne le point D. 

RssiARQUE. — La sous-normale EF étant égale à p, la droite 
G'D a pour longueur 2p. 

2° Démontrer que la surface du segment parabolique qui a pour 
corde AB est constante quand le point G se déplace sur P. 

Par les points A et B menons AA' et BB' parallèles à l'axe; 
on sait que l'aire du segment AG'B est les deux tiers de l'aire 
AA'BB'. On a donc 

S = -j AA'BB' = -i AA'G'D = j AG'D. 

Or les triangles G' AD, G'GD sont entre eux comme leurs 
hauteurs, donc 

CAD AD sin a sln a 

TrCD* "" GD cos a "" côs7 ' 

•a désignant l'angle de la tangente en G avec TX, et remar- 
quant que AD = GD; 
d'ailleurs on a G'D = 2p. GO' = 21/, 
donc G'GD = 2py, 

G' AD = 2py tg di 
Or y tg a = p, comme le montre le triangle GEF, donc 

G'AD = 2p\ 

par suite S = -^-^ p«. , c. q. f. d. 

3^ Équation générale de la droite AB. Démontrer, au moyen de 
cette équation générale, que Venveloppe de ces droites est une 
parabole égale à la proposée. 

L'équation de la tangente A'B' peut s'écrire 



(*) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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I P 

et le point D étant tel que CD = 2p, l'équation de la droite 

P 
sera yz=m(x — 20) H — ^--, 

l'enveloppe de cette droite est exactement la parabole 

y^ =: 2p (x — 2p) c. b. F. D 

Nous nous proposons dans ce qui suit d'établir les résul- 
tats précédents dans le cas de lellipse. 

1^ Soit D le point cherché sur la normale GN, la corde 
DAB passant par ce point est avec la tangente GT égale- 
ment inclinée sur les axes de la conique ; pour avoir le 
point D il faut donc avoir précédemment déterminé les 
cordes conjuguées des cordes parallèles à AB, ce qui se 
fait en prenant le point G' symétrique de G et joignant OG'. 

2® Gherchons le lieu du point D. Soit m le coefficient 
angulaire de la normale en G ; cette normale a pour équation 

y = mx -j — =. ; 

le coefficient angulaire de la droite AB étant —, le dia- 

m 

mètre GG' a pour équation 

b^x -A a^y = o 

et le lieu du point D s'obtient en éliminant m entre ces 
deux équations : 



b^x 
m 






6».r 



/a» + 6- "*^ 



b'x* 

ou bien fc'a;' + oV= (J^'J,^, ; 

d'où il suit que le lieu est une ellipse homothétique de 
l'ellipse donnée et que par suite AB est la tangente en D 
à cette ellipse. 
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3® Cherchons la variation de l'aire du segment AG'B. 
Soient ÂMB^ A^MB^ deux positions voisines du segment AB ; 
on a en désignant par AS Taccroissement de Taire 

AS = BMBi — AMAi = — sin M j BM . B^M — AM . A,M [ 

as^^am.a'mIJ^^.^^^i 



i- AM • A^M j 



AM AiM 
Or à la limite les points M, I et I^ coïncident, on a donc 

"B^rr = ï ; ,, = 1 doîi AS = o, 

BM A^M 

l'accroissement de Taire étant nulle, Vaire est constante» 
On voit que Ton peut retrouver ce théorème bien connu : 

Théorème. — Si une sécante mobile roule sur une coni- 
que homothétique et concentrique d'une coniqUfC donnée, elle dé- 
termine sur cette dernière un segment dont Vaire est constante. 

4® Reconnaître que cette enveloppe se confond avec le lieu des 
centres des cercles S. Expliquer cette coïncidence. 

En effet, soient x'y les coordonnées du point D, ce et y 
celle du point G, on a j/ = J/' x' = a? + 2p, 
comme j/* = 2pa?, 

on a y'« = 2p{x — 2|)), 

ce qui démontre la proposition. 

Pour expliquer ce fait, remarquons que le segment ACB 
est d'aire constante, soit I le point oli la droite AB touche 
son enveloppe et A^B^ une position voisine de AB d'après 
la propriété des enveloppes, à la limite, A^B^ passera par le 
point I et Ton aura 

aire AAJ = aire BBJ. 

Or on aura aire AA^I = --î— sm AIA\ 

2 

T»n T BI X Bjl T>TT>» 

aire BBJ = i- sm BIB\ ; 

2 

d'où AI X AJ = BI X BJ, -^ = -M. 

xSti A^I 

Soit II le point oii A^B^ touche son enveloppe; à la limite, 
le point I se confond avec I^, et 
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A,I 


Aili 


BJ 


BJ»' 


AI 


Bil» 


BI 


Aili ' 


BJi 


AJ, 



donc 



de même . - =: -. _ etc., = c. 

Considérons la. position de la droite AB, laquelle est per- 
pendiculaire à Taxe, on a alors évidemment 

Al _ 
B'I ~ ' ' 

, AI BJ, 

on aura donc -r=rzr = i ==: 



BI BJi ' 

donc AI = BI, BJi = AJ^, etc. c. q. f. d. 

5^ Aux cercles S on mène des tangentes parallèks à la 
droite AB. Démontrer que le lieu des points de contact est formé 
de deux paraboles dont l'une est égale à la proposée quand on 
déplace celle-^i parallèlement à elle-mém^ de la longueur 4p, 
dans la direction positive de son axe. 

Menons par le point D une perpendiculaire MD à AB et 
portons sur cette perpendiculaire des longueurs DM et 
DN égales à DA, il faut trouver le lieu des points M et N. 
Or la droite DM est normale en D à la parabole F, lieu du point 
D, laquelle est égale à la parabole donnée ; d'ailleurs le point 
D est placé sur cette parabole comme le point G sur la 
parabole P, : donc le lieu du point M est par rapport à F 
le môme que celui de D par rapport à P, c'est donc la para- 
bole j/' = 2p(x — 4p). c. Q. F. D. 

Pour avoir le lieu du point N, désignons par a? et j/ ses 
coordonnées, par x'yf celles D, par x^^y^ celles de M; on a 
22/' = î^o + y» 205' = a?o + ^N 

t/ * = 2p(x' — 2p), I/o" = 2p(a?o — 4P) ; 
d'ailleurs, d'après notre remarque à la question 1, 

x^ — X = 2p]_ 
( X =: X -{- 2Pj y* = 2pX 

donc { , , ' 

( Xo= a? + 4P» !/o'= 2paj 

d'oîi Ton conclut j/' = ± !/©• ^° sait d'après la position de la 

figure que Ton doit prendre y = j/^, donc y == 3y' et il vient 
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V* 

-2— = 2px9 y* = I Spx^ 

parabole de paramètre gp. c. q. f. d. 
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Questions de Géométrie Descriptive (Mathématiques spé- 
ciales), par E. Jurischy professeur à l'École Colbert. — 
Paris, Librairie Delagrave. 

M. Jurisch vient de continuer la publication de son Cours de Géométrie 
Descriptive en faisant paraître un recueil de questions, destinées aux élèves de 
Mathématiques Spéciales. Ces pi'obièmes sont pris exclnsivement parmi les 
questions d'examen données à TÉcole Centrale et à l'École Polytechnique ; à 
ce point de vue, elles seront intéressantes pour les élèves , auxquels elles 
fourniront de très bons exercices préparatoires à l'examen. 

L'auteur fait comprendre aux élèves comment on applique les théories du 
cours à la résolution d'une épure et quels sont, par ordre, les différents 
points qu'il faut déterminer : ce livre est donc un complément des cours de 
Géométrie Descriptive aussi utile, sinon plus, que les recueils bien fiiits de 
problèmes pour les autres parties du cours. 

Mettant à profit les connaissances que les élèves de Mathématiques spéciales 
ont en Géométrie Analytique, M. Jurisch leur montre comment ils peuvent, 
par le calcul, vérifier au besoin les résultats que le dessin leur a signalés. 

Nous croyons que les élèves sérieux tireront un réel avantage de ce recueil 
de questions, et nous souhaitons vivement que l'auteur nous donne prochai- 
nement un recueil de problèmes destinés aux élèves des classes de Mathéma- 
tiques Élémentaires, qui ont un si grand besoin de comprendre la Géométrie 
Descriptive, et de voir comment les problèmes que Ton étudie au cours 
servent à la solution d'une question qui peut souvent avoir une grande im- 
portance pour eux, à cause des examens. 

A. M. 



CORRESPONDANCE 



La solution de la question S8, par M. Alexandre, publiée 
dans le numéro d'octobre 1883, est très exacte, mais incom- 
plète. Il faudrait effectivement examiner aussi le cas oîi le 
second membre est négatif, ce qui change complètement la 
forme de la courbe. 
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Je recommande particulièrement à vos lecteurs le rappro- 
chement entre les deux courbes, 

LxLy = + K, LxLy = — K, 
qui présentent l'une et l'autre deux points d'arrêt. Lorsqu'on 
les réunit toutes deux, ce qui donne la courbe (LxLy)^ 
= K*, on les soude en quelque sorte l'une à l'autre, et les 

points d'arrêt disparaissent ainsi. 

Laisant. 



QUESTIONS PROPOSÉES 



82. — Soient A, B, G, trois points pris sur une ellipse de 
foyer F, et distants de ce point respectivement de a, p, y. Il 
existe sur la courbe un quatrième point D tel que l'on ait 

d(aa« — 6p« + cf) — (aa — 6p + cyY = a, 
a désignant la surface du triangle BGD, 6 celle du triangle 
GDA, etc. Trouver ce point. (X. Antomari.) 

83. — Étant donné un quadrilatère, on joint un point 
quelconque I de son plan à un autre point F, également 
quelconque dans le même plan, et l'on projette les quatre 
sommets du quadrilatère sur IF. On multiplie ensuite la 
distance du point I à la projection de l'un des sommets, par 
l'aire du triangle formé par les trois autres sommets. Prou- 
ver que la somme des produits relatifs à deux sommets 
opposés est égale à la somme des deux autres. (X. A.) 

84. — On donne une ellipse ayant pour foyers F et F', et 
un point P(a, p). Par le point P, on mène les tangentes PM 
et PM' à la courbe, puis on mène les normales en M et M'. 
Ges normales coupent PF et PF' aux points A, B, G, D. Le 
quadrilatère ABGD ainsi obtenu est inscriptible. — 1® Trou- 
ver l'équation du cercle circonscrit (G). — S<> A chaque 
point P correspond un cercle (G); on mène à l'un de ces 

Fw 
cercles les tangentes Fw et Ym\ Galculer le rapport , , . 

-r- 3® Que devient le cercle (G) quand le point P décrit le 
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cercle circonscrit à l'ellipse? Quand il décrit le cercle de 

rayon yjo} -f- 6', a et 6 étant les demi-axes de la courbe? 
— 4® Trouver le lieu géométrique des points P pour lesquels 
le cercle (G) passe par un point donné; cas oh le point est 
l'un des foyers. — S*> Trouver Tenveloppe des cercles (G) 
quand le point P décrit Tune des tangentes aux extrémités 
du grand axe. {X. A.) 

85. — On considère un cercle G rapporté à deux diamètres 
rectangulaires Ox, Oy, Soient A, A', deux tangentes paral- 
lèles fixes, et PMQ, une tangente mobile, ayant M pour point 
de contact et rencontrant A en P, A' en Q : 1® sur MP et MQ 
comme diamètres, on décrit des cercles ; le lieu décrit par 
le centre de similitude de ces circonférences est une quar- 
tiqu« unicursale. — 2** Soit B le point de contact de A 
avec G; la droite BM rencontre le cercle décrit surPQ comme 
diamètre en des points dont le lieu est une cubique. 

(G. L.) 



Le Rédacteur-Gérant, 
E. VAZEILLE. 
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THEORIE DE L'INVOLUTION DU SECOND DEGRE 

Par M. E. Vazellle. 

(Suite, voir p. 121 et 169.) 



Nous allons indiquer maintenant quelques applications de 
la théorie de Tlnvolution aux courbes du second ordre. 

Problème. — ConUruire un système de diamètres conju- 
gués qui fasstnt entre eux un angle donné. 

(a) Cas de Vellipse. — Soient OA et OB les demi-axes de Tel- 
lipse ; et décrivons 
sur AB comme dia- 
mètre une circonfé- 
rence, puis construi- 
sons le rect ngle 
OADB, et le point D' 
symétrique de D' rela- 
tivement à OA ; OD et 
OD' sont les deux 
diamètreis conjugués 
égaux ; ils détermi- 
nent sur la circonfé- 
rence la corde DE qui 
vient couper, à angle 
droit, en G la corde 
diamétrale AB; toutes 
les cordes qui sous-tendent un système de diamètres con- 
jugués passeront par le point G, d'après un théorème précé- 
demment démontré; en conséquence inscrivez dans le cercle 
une corde qui soit vue du centre w de ce cercle sous un 
angle 26, les extrémités P et Q de cette corde jointes au 
point feront entre elles un angle ô ; et si cette cor Je passe 
au point G, ce seront deux diamètres conjugués de l'ellipse; 
et ils feront entre eux l'angle d ; or toutes les cordes qui 
sont vues du centre (o du cercle sous un angle 2O sont tan- 
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gentes à une circonférence décrite du point w comme 
centre ; et le problème sera possible tant que le point G 
sera extérieur à cette circonférence auxiliaire; et la limite 
de possibilité du problème sera atteinte, lorsque la circon- 
férence auxiliaire passera par le point G; à cet état limite, 
les deux solutions que comporte le problème pour une 
valeur quelconque de 6, coïncideront entre elles, en produi- 
sant' les deux diamètres conjugués égaux OD et OE'; ainsi 
se trouvent établis très simplement les théorèmes sur la 
variation de Tangle 6 dans l'ellipse. 

(b) Cas de Vhyperbole. — Soient OA le demi- axe transverse, 
et OB le demi-axe non transverse ; décrivez la circonférence 




sûr AB comme diamètre ; la corde AB et la tangente en G 
se couperont au point fixe fondamental I ; et l'on continuera 
comme pour l'ellipse ; mais ici le point I est extérieur à la 
circonférence w, et le problème a deux solutions toujours 
réelles pour toute valeur de l'angle 0. 

Problème. — Étant données deux coniques concentriques j 
déterminer le système de diamètres conjugués commun aux deux 
coniques. 
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D'après une remarque faite précédemment, le problème 
revient à déterminer le segment commun à deux involutions 
tracées sur une même droite ; on est ainsi ramené à un pro- 
blème déjà résolu, et nous laissons à nos jeunes lecteurs 
le soin de le discuter. 

Mais les applications les plus importantes résultent sur- 
tout du théorème de Désargues ; et comme ce théorème, malgré 
sa fécondité et son élégance, n'appartient pas régulièrement 
à l'enseignement classique, nous croyons devoir en donner 
ici la démonstration et les principales conséquences. 

Soient U((r,j/) = o, V(a;,j/) = o 

les équations de deux coniques qui se coupent en quatre 
points réels ou imaginaires ; si par un point fixe M© [aJo>!/o] 
du plan nous menons une transversale arbitraire représentée 
par les équations x -=1 Xo-{' ar 

y = yo + br 
et si nous posons : 

\5{Xo + ar, yo + br) = f(r) 
^{xo + û^, yo + br)= g{r) 
l'équation f(r) + ^ g{r) = o 

déterminera les rayons vecteurs, comptés de Mo, des rencon- 
tres de la transversale supposée fixe par une quelconque 
des coniques du faisceau [U, V], coniques que Ton produit 
successivement en modifiant d'une manière continue le 
paramètre X; donc d'après la forme de l'équation 

[r, y^] f (r) + y^ 9(r) = o 
les segments déterminés par les coniques successives d*un fais- 
ceau sur une même transversale sont les segments consécutifs 
d^une même involution ; c'est précisément le théorème de 
Désargues ; et si nous ne nous trompons, la démonstration 
que nous venons d'exposer ne difïère pas, au fond, de celle 
qui fut donnée par Sturm dans les annales de Gergonne. 

Le discriminant de [r, X] est un trinôme du second 
degré : G X« + 2H X + K ; 

d'où Ton conclut : Dans un faisceau de coniques, il y en a 
deux qui sont tangentes à une droite donnée; et les points de 
contact sont les points doubles de Tinvolution déterminée 
sur la droite donnée par la série des coniques* 



268 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉGIALSS 

En particulier,»/ y a detujc paraboles qui passent par quatre 
points donnés^ c* est "à-dire : il y a deux coniques qui passent par 
quatre points donnés et touchent la droite de rinfini. 

On Yoii ainsi, sans entrer dans le détail des conslructionsy 

que la détermination d'une conique par quatre points et 

une tangente revient à la détermination des points doubles 

d'une involution dont on connaît au moins deux segments. 

Un cas important du théorème de Désargues doit être 

signalé à cause de ses fréquentes applications, et a été 

signalé par M. Chasles : c'est celui où il s'agit de coniques 

qui touchent deux droites données en deux points donnés ; 

dans ce cas, Tune des coniques du faisceau est précisément 

la double corde de contact qui joint les deux points fixes; 

et par suite Vinvolution (fue les coniques sticcessives déterminent 

sur une transversale fixe a un de ses points doubles sur la corde 

de contact. 

Ce théorème nous fournit l'occasion d'ajouter quelques 
détails à ce que nous avons déjà dit sur l'Involution en géné- 
ral, et sur un de ses états particuliers : d'abord nous remar- 
quons que si l'extrémité d'un segment vient au centre, l'autre 
extrémité va à l'infini et réciproquement; en second lieu, 
que si la relation d'involution se réduit à la forme linéaire 

M -f- V = constante, 
le centre se trouve transporté à l'infini, et tous les segments 
ont le même milieu. 

Mais quand on prend les coniques qui touchent deux 
droites données en deux points donnés, et que ces deux 
points de contact se transportent à l'infini, on a la suite des 
hyperboJes qui sont asymptotes à deux droites données; 
donc : 

Quand on prend la suite des hyperboles qui ont pour asymp- 
totes deux droites données, Vinvolution déterminée par ces coniques 
sur toute droite de leur plan a Vun de ses points doubles trans- 
porté à V infini; et par suite tous ses segments ont le même 
milieu; ce qui nous montre comment une propriété, très 
particulière en apparence, de l'hyperbole se déduit simple- 
ment d'une proposition générale sur les coniques ; et nous 
croyons qu'il importe, surtout dans l'enseignement, de ré- 
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duire le plus possible le nombre des propriétés qui se tra- 
duisent par des énoncés essentiellement, distincts ; o est 
d'ailleurs le moyen, le seul, de se conformer aux principes 
de la géométrie moderne si vivement mis en évidence par 
Poncelet d'abord, et ensuite par Chasks. 

Gomme il faut savoir se borner, nous terminerons ici cet 
article; mais nous serons heureux s'il peut servir à familia- 
riser nos jeunes lecteurs avec une théorie que nous expo-^ 
sons régulièrement dans nos cours, ainsi qu'en peuvent 
témoigner nos élèves, et aussi M. Bourget, notre ancien 
directeur des études à Sainte-Barbe. 



SUR UNE 

NOUVELLE ESPÈCE DE FRACTIONS CONTINUES 

[Par M. C}» de lionif^champs» 

Suitây voir pages 197, 21^ et 241.) 



IX. — Définition des nouvelles fractions. -^ Con- 
sidérons la relation de récurrence 

Un — 2pUn-i + gUn-2 = O, (p* _ g) > O, (F) 

et désignons par «n et pn deux intégrales particulières d« 
cette équation. Posons 

Xi = oto + a, Y, = Po + Pi 

X, = ûto + ai + a, Y.= Po + Pi + Pi 



X« = tto 4" *1 H" • • • + *n, Yn S= Po + Pi + . . . + P«» 

et considérons les fractions suivantes : 

■^o -^i Xj Xn 

Y/ v V '"" "yT' 

Nous supposerons que (p* — q) est positif et nous établi» 
rons d'abord que les fractions que nous venons d'imaginer 
ont uue limite, quand n croit au delà de toute limite. Mais 
il est nécessaire d'entrer, au préalable, dans quelques détails. 
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X. — Nous aurons à considérer, dans ce qui va suivre, 
l'équation génératrice 

X* — 2px + g = o, (G) 

et nous appellerons x et x" ses racines. Nous supposerons 
que X et x" sont des quantités différentes et que Ton a 
X <i i et œ' > I. 

Pour légitimer cette dernière hypothèse nous ferons obser- 
ver, avant d'aller plus loin, qu'il est toujours possible de 
satisfaire aux conditions 

0/ < I, as" > I. 
En effet, si Ton suppose qf > o et i — 2p + î < o, le 
nombre i sépare bien les deux racines x\ x''. Mais, si Ton 
suppose I — 2p+9'>>o, alors on pourra poser Un=X'*Vn 
et les fonctions V„ vérifient la formule suivante : 

X'V„ — 2'kpYr^i + 7V„_2 = G. 

L'équation génératrice est alors 

l}x^ — 2}^px -{-9 = 0, 
et en substituant l'unité on trouve X* — 2Xp-\-q; d'ailleurs, 
le trinôme x* — 2px + q prend nécessairement des va- 
leurs négatives pour des valeurs convenables de x, puis- 
qu'on suppose p* — ç >• o. On pourra donc trouver des 
valeurs de X telles que l'on lait X* — 2Xp + 9 <C o*. ^^^ 
conséquent, en changeant, si la chose est nécessaire, les 
coefficients donnés, on pourra toujours supposer que les 
racines de l'équation génératrice sont séparées par l'unité. 

On verra tout à l'heure pourquoi nous insistons sur la 
réalisation, toujours possible, de l'hypothèse que nous ve- 
nons de faire. Dans tous les cas, il résulte de ce que nous 
venons de dire que la plus grande racine x^ de l'équation 
génératrice pourra toujours être supposée supérieure à 
l'unité; c'est là, à proprement parler, le fait important, et 
s'il arrive que la seconde racine x' soit plus grande que 
l'unité, ceci n'empêchera pas les conclusions auxquelles 
nous allons aboutir d'être vraies ; la seule chose essentielle 
étant, en résumé, que Fwie au moins des deux rcunnes soit 
supérieure à Vunité. 

Si l'on ne veut pas que les deux racines soient séparées 
par l'unité, si l'on tient seulement à s'assurer que l'une 
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d'elles, aumoius, est supérieure à i, nous ferons remarquer, 
incidemment, que cette condition se trouve réalisée ,très 
simplement par le changement de fonctions que nous allons 
indiquer. 

Si Ton suppose q^> i, une racine, au moins, est plus 
grande que i ; supposons donc g < i et posons 

U„ = p9«Vn. 

Les fonctions Y satisfont à la relation suivante : 
P7"Vn — py^^^ V„_i + pg«-* V,»_2 = o, 
équation qui peut s'écrire 

q q 

Puisqu'on suppose q < i, Téquation génératrice qui cor- 
respond à cette relation de récurrence aura deux racines, 
dont l'une, au moins, est supérieure à l'unité. 

XI. — Théorème. — La fraction -=^ a une valeur bien 

détej'minéCf quand n croît indéfiniment. 

En effet, puisque a» et p» sont deux intégrales particu- 
lières de l'équation (F), il résulte du théorème de Lagrange 
qu'on peut poser 

et Pn = fAiûc'" + l*2a'''n:- 

Dans ces égalités, x' et a;" désignent les racines de l'é- 
quation (G) et nous rappelons ici que nous supposons ces 
racines réelles et inégales, et que Tune d'elles, au moins, 
est supérieure à l'unité. Posons donc 

X < x' (1) 

et I <x\ (2) 

Nous avons d'ailleurs : 
Xn _ {\ + K) + ihx + 'k.x') + . . . + (Aix^" + Kx '-) 
Yn (h + (^«) + (Fi^' + ^2^1 + . • . + (ixia?'« + [L^x"- ) 
et, par suite, 

Xn ^' x-i +^' x'-i \ 

Yn ~ cc'«+i'— I , a;'"»+* — i 

f^i -"n? : r V-t — TJ 



03 — 1 X — I 

Cette relation peut s'écrire encore 
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Xn 



Î^a-^ÎT \ 



a;'«+i — I x'' — I ' ' Y„ ,^, 

ou -rrrn . — ; ■= y" ' \^^ 

a: *+* — I X — i Xn 

^1 — 1*1 v^ 

Cherchons la limite Ju premier membre de cette égalité, 
quand n croit au delà de toute limite. A cet eflFet remarquons 
que nous avons, identiquement, 

/£^y +* i^ 



X 



'n+l 



o? "-^^ I 



œ"+^ 



Les inégalilés (1) et (S) prouvent donc que 

^^^ v>^;t 7 = ^' (P^^^ n = 00 ). 

Le second membre de Végalilé (3) a donc pour limite 
zéro, ce qui donne 

lim (-^îi) =— 2., (pour n = oo). 

XII. — On peut objecter pourtant que cette conclusion 

n'est plus "exacte si Ton suppose que =r? croisse au delà de 

toute limite en même temps que n, le numérateur et le dé- 
nominateur du second membre de l'égalité (3) croissant, l'un 
et l'autre, au delà de toute limite. Cette objection est d'au- 

tant lus spécieuse que nous voulons montrer que t=r^ ad- 

met une limite. Mais nous allons reconnaître que cette hy- 
pothèse est inadmissible, si, comme nous le supposons 
formellement, les racines de l'équation génératrice sont des 
nombres incommensurables. 
En effet, le second membre de (3) peut s'écrire 
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X Y 

Si ron suppose que ==^ croisse au delà de toute limite, =^ 

a pour limite zéro et la limite de l'expression (4) est — '-^. 

Celle limite est toujours égale à celle du premier membre 
de (3), c'est-à-dire égale à zéro. 

Ainsi, dans le cas singulier qui nous occupe, il faut sup- 
poser que l'on a (x, = o. 

Mais l'égalité Pn = (Jt-iûs'** + f^a^"**» 

devient alors % =r. [XiX'*, 

et l'on a p,, = [jli, 

Pi = Vi^' ; 
et par suite poX' = p^. (S) 

Les nombres po> Pi î^î sont, avec a^ et a^, les valeurs ini- 
tiales données, sont, bien enlendu, des quantités commen- 
surables, et l'égalité (8) donnerait pour x une valeur com- 
mensurable, ce que nous ne supposons pas. Ainsi jx, est une 
quantité nécessairement différente de zéro, et, pour n = oo, 

X , X 

-A a une limite bien déterminée et égale à — Î-. 

Nous allons maintenant préciser la valeur de — ^. 

XIII. — Dans le problème qui nous occupe les données 
sont : 4® les coefficients p et 9 de l'équation (G), équation 
dont nous désignons les racines par x eix";i^ les con- 
stantes initiales ao, a^ qui permettent le calcul, par voie récur- 
rente, des fonctions a,, a„ ...,an; 3® les constantes initiales 
Po, Pi qui, de la même façon permettent le calcul de p,, p,, 

• • • » \-n» 

Les paramèlres que nous avons introduits X^, X,; (Xj, jx,; sont 
liés à ceB données par les égalités suivantes : 

ai = X^x -f- XjOî' ; 
et Po = Hn + ,«.«' 

On déduit de ces relations, par combinaison, 

Xj a^ — a^o;' 



t • 



V*% Pi — Po^? 

JOURNAL DB MATH. SPÉC. 1883» 12. 
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Telle est la valeur de — ^» valeur qui est incommensu- 



«0*1 



rable, si le déterminant 

PoPi 

est différent de zéro. Il faut observer d'ailleurs que cette 
condition est nécessairement remplie dans l'hypothèse oii 
nous nous sommes placé. En effet, si l'on a 

«oPi — «iPo = o> 
toutes les fractions 

^0 ^1 X^ JLn 

yT' tT' TT' * ■ ' "yT' ■■* 

ont la même valeur. Nous supposerons donc que les quatre 
constantes initiales, qu'on peut choisir arbitrairement^ pour 
développer, par notre méthode, une irrationnelle du second 
degré, ne forment pas une proportion. Avec cette réserve, 
nous pourrons maintenant énoncer le théorème suivant, qui 
est la base de cette théorie : 

Théorème fondamental. — La fraction =r-^, pour 
n = 00 , a une valeur limite bien déterminée, savoir celle de 

Dans cette expression, «o» *i ; Po» Pi ^^^^ ^^ nombres arbitraires, 
mais non en proportion, et x désigne la plu^s petite des racines 
de Véquation génératrice, équation ayant des racines réelles et 
incommensurables. (A suivre.) 



NOTE DE GÉOMÉTRIE 

Par M. a « lie Pont. 



Nous nous proposons, dans cette note, d'établir les deux 
théorèmes suivants ; 
I. — Les coordonnées d'une courbe d'ordre n qui n'a que 

— 3 points doubles différents, s'expriment 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 'ïlS 

rationnellement en fonction d'un paramètie \et de Pexpressùm 

k = jVu (Aj + ey/7(X) 
& et î désignant une racine carrée et une racine cubique de 
Vunité ; u (X) et v (X) des fonctions entières de X. ^ 

II. — Les coordonnées d^une courbe d^ ordre n qm n*a que 

!l 1 — 4 points doubles différents s'expriment ration- 

il 

nellement au moyen d'un paramètre \ et de la racine carrée 
d'une fonction k. 

Soit fi^iV) = o 
réquation d'une courbe Cn d'ordre n possédant '^ -^ ^ 

— 3 points doubles D. 

Par les points D et par un point quelconque P pris arbi- 
trairement sur la courbe G„, nous pouvons toujours faire 

passer une courbe d'ordre (n — 3) : car le nombre ' ^ ' 

2 

— 2 de ces points est moindre d'une uaité que le nombre 

-^^ — ^ I de points nécessaires pour déterminer 

cette courbe. 

Soient <p {x,y) = o, ^ {x,y) = o, 

les équations de deux courbes Gn-3 et G'»^ d'ordre in — 3) 

passant par le point P et les points D. L'équation 

? {^^y) H- ^ l^»») = o, (1) 

où X est un paramètre variable, représente un faisceau de 
courbes G^-s d'ordre (n — 3), ayant pour points fondamen- 
taux le point P et les points D. Chacune de ces courbes 
rencontre la courbe G» en trois autres points. Donc 

A chaque valeur du paramètre X correspondent trois points 
de la courbe G», et à chaque point de G» correspond uiv3 
seule valeur X. 

Nous pouvons de même par lés points doublesl} et n points 
fixes Qi, Qa, . . . Qnt choisis arbitrairement sur la courbe 
G, faire passer un faisceau de courbes Gn-a d'ordre (n — 2): 

X {^yy) + ?^ i^^y) = (2) 
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p étant un paramètre variable, et 

X i^'yy) =o (0 {x,y) = o, 
désignant deux courbes quelconques C'n-2 et C'„_2, d'ordre 
(n — 2) passant par les points D et par les points Q; et 
chaque courbe de ce faisceau rencontre €„ en quatre autres 
points. Donc 

A chaque valeur du paramètre p correspondent quatre 
points de la courbe C„, et à chaque point de C„ correspond 
une seule valeur de p. 

Par suite, à chaque valeur de X correspondent trois valeurs 
de p, et à chaque valeur de p correspondent qualre valeurs 
de X ; X et p sont donc liés par une équation de la forme 
F(X,p) = o)o(X)p' + 3a),(X)p« + 3a),(X)p + a>,(X) = o, (3) 
les (0 (X) étant des polynômes entiers du quatrième degré 
en X. 

Ceci posé, d'après la détermination de nos courbes C„__2 
rt C„_3, 1rs équations 

^(x,y) + X4/(a3,j/) =0 xi^.y) + pw(aî,y) = o f{x,y) = o 
n'ont qu'une solution en x et en y, excepté quand x et y 
correspondent aux points fondamentaux des faisceaux C»_2 
et Cn_3. Les coordonnées d'un point quelconque delà courbe 
Cn s'exprimeront donc rationnellement en X et en p, c'est-à- 
dire en X et en k: car les racines de Téquation (3) sont une 
somme de fonctions k, c. q. f. d. 

Le second théorème se démontre de la même manière : 

On prend un faisceau de courbes d'ordre (n — 3) déter- 
miné par les points doubles de Gn et deux points fixes arbi- 
traires Pi et P, de cette courbe : un second faisceau de 
courbes d'ordre (n — 2) aura pour points fondamentaux les 
points doubles de C„ et (n -{- i), points choisis à volonté sur 
la courbe. Chaque courbe Cn_3 rencontre Gn en quatre nou- 
veaux points, chaque courbe Cn_2 la rencontre en cinq, et 
l'équation ^(^>p) = o 

est du quatrième degré en X et du cinquième en p, et aura 
ses coefficients entiers et rationnels. On pourra toujours, par 
une substitution rationnelle, exprimer les quatre valeurs de p 
qui satisfont à cette équation, au moyen des sommes trois à 
trois des racines d'une équation bicubique : 
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H(x,p) = eo(A)|x« + 3e,(X)|x* + 3e,(A)ix« + e,(X) = o, 

oîi les 6(X) sont des fonctions rationnelles de X ; ce qui 
démontre le théorème. 
Remarque. — Lorsqu'une courbe d'ordre n a moins de 

(n — i.){n — 2) • * j vi j ' 

' — 4 points doubles, ses coordonnées ne peu- 
vent plus s'exprimer rationnellement au moyen d'un para- 
mètre et de fonctions algébriques de ce paramètre. 

En effet, soit -^ ^ — p le nombre des points 

ji 

doubles de la courbe C» : le faisceau des courbes Cn_3 aura 
pour points fondamentaux les points doubles et (p — 2), 
points fixes arbitraires de Cn; celui des courbes Cn-2 sera 
défini par les points doubles de Cn et (n + p — 3), points 
pris à volonté sur cette courbe, et l'équation 

F(X,p)=:o 
sera de degré p en p et de degré (p + ®^ ^* Pour p > 4, 
p ne peut plus s'exprimer par des fonctions algébriques des 
coefficients de cette équation, et par fuite, a? et y ne peu- 
vent plus être rationnels par rapport à X et à une fonction 
algébrique de X. 
Nouscroyons utile, en terminant, de rappeler qu'une courbe 

d'ordre n possédant -^ — points doubles est quar- 

rable par les fonctions algébriques et logarithmiques, et par 
les fondions circulaires inverses; qu'une courbe d'ordre n 

possédant -^ -^ i points doubles est quarrable 

par les fonctions elliptiques. (Voir Laurent, Théorie des 
fonctions elliptiqties.) 
Enfin, M. Schwartz a fait voir que les coordonnées d'un 

point d'une courbe d'ordre n qui présente -= ^i i- 

— 2 points doubles, s'expriment rationnellemeut au moyen 
d'un paramètre et de la racine carrée d'une fonction entière 
du cinquième ou du sixième degré de ce paramètre. (Voir 
Journal de Liouvilky 1880.) 
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CONCOURS D'AGREGATION 1882 

SolniioB par M. H. Le Pont. 



On donne une ellipse et un point P dans son plan : 

j^ Trouver le nombre des cercles osculateurs à Cellipse tels 
que chacune des cordes communes à Vellipse et à ces différents 
cercles passent par le point P ; 

2^ Trouver pour chacune des positions du point P combien 
de ces cercles sont réels ; 

5® Démontrer qae les points de contact de rellipse et des cer- 
cles osculateurs sont sur un même cercle G ; 

4° Trouver l'enveloppe E de ces ceixles G, quand le point P 
décrit Vellipse donnée ; 

5^ La courbe E peut être considérée comme Venveloppe d'une 
série de cercles qui coupent à angle droit un cercle fkce et dont 
les centres sont une conique. Chercher de combien de manières 
différentes est susceptible ce mode de génération. 

Soient |. + 11 = I (1) 

Tellipse donnée, et (Xo, j/o) les coordonnées du point P. L'é- 
quation d'un cercle tangent à l'ellipse aux points (Ç, r{} et 
tel que la corde commune passe par le point P est 

[-^^l^^'A—T^ b^ — J-H.^+'&^-O 

Déterminant k pour la condition que le contact soit du se- 
cond ordre, c'est-à-dire que la corde d'intersection passe par 
le point (Ç, 7|), il vient 

Kl — Xq) _ ïi(y) — y,) 

ce qui donne pour équation du cercle osculateur 
\a« "^ 6« ' /L ' a« 6» J 

-l~T- b^ — JV^r + TT-V (^) 
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Les coefficieDts de ce' et de y* étant égaux dans cette équa- 
tion, nous avons entre Ç et tj la relation 

ti = -j — -— = o (d) 

c" a* 6* ^ ' 

c* désignant suivant Tusage la quantité a* — 6*. 

On voit que les points de contact des cercles .osculateurs 
considérés et de rdlipse sont les points d'intersection de 
cette courbe et du cercle G. 

Le nombre des cercles osculateurs réels ou imaginaires 
satisfaisant à la question est évidemment le même que le 
nombre des normales réelles ou imaginaires menées à Tel- 
lipse donnée par le centre (X, Y) : 

du cercle G. Remplaçant alors dans l'équation de la déve- 
loppée de cette ellipse 

(aX)"" + (bY)'^ = c^ 
X et Y par leurs valeurs en fonction de Xo et de j/o> il vient 



(wH-^y- <« 



G*est la développée de l'ellipse 

x^ y^ 4a*6^ 



6» ' a* & 

Nous avons donc : lorsque le point P est à l'intérieur de 
cette développée, quatre cercles osculateurs réels ; trois 
cercles réels lorsque le point P est sur la courbe, et deux 
seulement lorsqu'il est à Tex le rieur. 

L'enveloppe des cercles G, quand le point P décrit l'ellipse 
donnée, s'obtient en éliminant Xo et yo entre les équations 

a* "^ b^ x^ yo 

et l'équation (3), ce qui donne Téquation 

G'est l'inverse de l'ellipse donnée en prenant son centre 
pour pôle et pour module le carré de sa dislance focale. Sî 
nous remarquons que le point P décrivant l'ellipse donnée. 
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le centre (X, Y) du cercle C décrit l'ellipse 

nous voyons qne la courbe E est Tenveloppe d'un système 
de cercles orthogonaux à un cercle fixe et dont les centres 
sont sur une conique; car les cercles G peuvent être consi- 
dérés comme coupant à angle droit un cercle de rayon nul 
concentrique à l'ellipse. 

Ce mode de génération n'est d'ailleurs possible que de 
cette seule manière, Considérons en effet un cercle fixe 

^* + y' + ^^^ + ^^y — r* = o, (8) 

et un cercle quelconque le coupant à angle droit 

a?" + î/' + 2p{x + ^) + 29(y '\-n)-\- r*z=zo, (9) 
dont le centre ( — p, — q) décrit la conique 
L{x + ie)« + 2M(aî + u){y + v) + N(y + vy=i. (10) 
Nous obtiendrons l'enveloppe de ce cercle en éliminant p 
et q entre les équations 

L(p — u)* + ^M(P — ^)(î — ^) + N(g — v)* =2= I J 
L(p — u) + M{q — v) _ M(p — t£)+N(qf — t;) UU) 

et l'équation (9), ce qui donne 
{(x« + y* + r*) + 2[x 4- m) + V (y + n]|\/LN — M* 

= ± \/Hy + n)^ — 2M(aî + m){y + n) + TS{x + m)V 
Élevant au carré et identifiant avec l'équation 



i-' H- î/')* = c* (f- + ^). 



nous obtenons d'abord 

w = o, V = o, m=o, n = o, M = o, 
ce qui résultait à priori de la symétrie des courbes E et S, 



C ., c* 



et par suite r = o, L = — -- N, = . , 
^ 46* 40* 

ce qui nous donne les cercles et l'ellipse indiqués précédem- 
ment. 



■ 
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QUESTION 395 

Solailon par M. Lelieutre, élève au Lycée de Rouen. 



On donné une ellipse -^ + -~- = i et un point P de coor- 
données a, p. On mène les tangentes PA et PB à Vellipse, puis 
les normales AI et IB en k et B, Du point I on mène les deux 
autres normales \G et ID et les tangentes en Q et B qui se 
coupent en M. i° Exprimer les coordonnées du point M avec 
celles rfe P ; î® lieu de M qiuind P se déplace, de façon que les 
normales AI et IB fassent toujours un angle droit. 

Établissons d'abord le théorème suivant : Le produit des 
ordonnées à l'origine de deux quelconques des droites 
qui joignent deux à deux les pieds des quatre normales 
menées d'un point à une ellipse, est égal à — 6", et le 

6» 
produit de leurs coefficients angulaires = — - • 

a" 

En effet, les pieds des quatre normales menées d'un point 
pq à une ellipse sont sur l'hyperbole 

(a* — b*)xy + 6"gû5 — a*py =o. 

Soient y-^kx — h = o eiy — tx — fi = o les deux droites 
qui forment un des systèmes de sécantes communes à 
l'ellipse et à l'hyperbole ; l'équation d'une conique passant 
par les intersections de l'ellipse et de ces deux droites 
est de la forme 

tt«y« -J- 6«aj* — a*6* + \{y — fca? — h)(y — tx — s)=p. 

En identifiant cette équation et celle de l'hyperbole, on 
aura des équations qui donneront ft, h, t et s. D'ailleurs, en 
remarquant que l'équation de l'hyperbole ne contient pas de 
terme en a?*, en y^ ni de terme constant, on a de suite 
a' 4- ^ = o d*^^ X = — a», 

6* -^Xkt^zo ou kt = — j., 

a 

et Xhs — 0*6* =5= G ou A« = — 6*, 

ce qui démontre le théorème. 
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Or, supposons que Tune des droites, AB, soit la polaire du 
point ap. Son équation sera 

ou y= ;7-^ + -r- 

6* 
L'ordonnée à l'origine est -— ; donc celle de la droite CD 

P 
est — p, puisque leur produit est — 6". De même le coeffi- 
cient angulaire de CD = n-A = ^• 

o*o*a a 

Donc l'équation de la droite CD est 

6 y X 
y = -X.aj-pou— -2- =1. 

(X p oc 

Alors il est facile d'avoir les coordonnées du point M qui 
est le pôle de CD. Car si a?o2/o s^^t ces coordonnées, CD a 
aussi pour équation 

y = ~ ûcH — ; 

a"»o 2/0 

d'où; en identifiant, 

_ b^ _ o« 

!/o — — -p-» aco — — . 

Alors, si les normales AI et BI se déplacent en faisant 
toujours entre elles un angle droit, il en est de même des 
tangentes PA et PB, et par suite le point P décrit le cercle 
lieu des sommets des angles droits circonscrits à l'ellipse ; 
par suite ses coordonnées sont liées par la relation 

a» + p* = a* + 6« ; 

——— A— —il 

Donc le lieu du point M a pour équation 

fl + il = a' + 6.. 
X* y* 

Cette équation représente une courbe symétrique par 

rapport aux axes et présentant quatre asymptotes parallèles 
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deux à deux aux axes et dont les équations sont 
y =+ — as = 3: 



i/o» + 6* Va* + 6* 

Nota. — La même question a été résolue par MM. Gazemajon, Desplans, 
à Marseille; Houdry, à Melun; Garlier, à Angoulême. 



QUESTION 39 

Solution par M. Kauffiiann, élève au Lycée de Bordeaux. 



On considère une hyperbole H ayant pour asymptotes les droites 
Ox, Oy. Soit M un point de cette courbe. On mène une parallèle 
à Ox qui rencontre Oy en un point I. Soit Q le symétrique de P 
par rapport à M. Par Q on mène une parallèle à Oy qui renr 
contre B. en R ei par R on mène une parallèle D à Ox. 

On propose de démontrer que toute transversale D' menée par 
M rencontre QR et B. en des points équidistants de D. Soit T 
le point ou la tangente en S rencontre Oy : démontrer que la 
parallèle à D' menée par T et QR se coupent sur Ox. 

1® Pour démontrer la première partie il nous suffit de dé- 
montrer que E est le milieu de AS. (Le lecteur est prié de 
faire la figure.) 

Par S je mène des parallèles à Ojc et à Oy. La première 
coupe QR en F, la seconde Ox en I. 

Les deux triangles GMP, MQA sont égaux. 

Donc PG = AQ. Les triangles égaux GMP, SIK me donnent 
PG = SL Donc SI == AQ = BF. 

Gomme le point R est le milieu de QB,R sera aussi le milieu 
de AF ; ce qui nous montre que E est le milieu de AS ; 

2** Je mène BT. Les triangles OBT, SIK sont semblables . 
Comme S est le milieu de TT',OT = 2SI ; IK = PM ; donc 
OB = PQ = 2IK. Les droites BT et SK sont deux parallèles. 

Nota. — La même question a été résolue par MM. de Kerdrel, à Keruzoret ; 
Clément, à Rouen ; Callé à Grenoble. * 
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QUESTION 43 

9oliiUoii par M* CAui, élèye de Mathématiques spéciales au Lycée de 

Grenoble. 



On donne une droite tei'minée aiLX points 1? et Q; soit R un 
point pris sur PQ; du point P comme centre avec PR pour 
rayon, on décrit un cercle, et du point Q avec QR, un autre 
cercle ; on mène une tangente commune à ces cercles, et Von 
demande de démontrer que le lieu décrit par les points de con- 
tact est l'ensemble de deux quartiques. (G. L.) 

Prenons PQ pour axe des x, et pour axe des y la perpen- 
diculaire en son milieu. Soit PQ = 20. 




Les équations des deux cercles sont 

(jc _ a)« + î/' = p'; (a? + ay y^ = {2a — p)». 

Les tangentes au point (cp) aux deux cercles sont respec- 
tivement 
{x — a)coscp-}-t/sin(p = p; (a? — a) cos<p + î/sin(p = 2a — p. 

Exprimons qu'elles se confondent; pour cela, on doit avoir 
p = a (i — cos cp) ; ou p — 2a = — o ( i -f- cos ç) ; 
ce qui représente deux limaçons de Pascal égaux, ayant 
respeclivement un point de rebroussement, aux points P 
etQ. 

Solution géométrique. — Considérons deux cercles satis- 
faisant aux conditions énoncées, et la tangente commune 
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à ces deux cercles; du milieu de PQ abaissons une per- 
pendiculaire sur la tangente : cette droite est égale à la 

PQ 
demi-somme des rayons, c'est-à-dire à . Donc, le lieu 

2 

demandé se compose des podaires des points P et Q par 
rapport au cercle décrit sur PQ comme diamètre. 



QUESTION 43 

Solviloii par M. Kauffhatvn, an Lycée de Bordeaux. 



■ On donne une drvite terminée aux points P et Q. Soit R un 
point pris sur PQ. Du point P comme centre avec PR pour 
rayon on décrit un cercle et du point <p avec çR un autre cercle ; 
on mène une tangente commune à ces deux cercles, et l'on demande 
de démontrer qu^e le lieu décrit par les points de contact est 
l'ensemble de deux quartiques. 

Soient A et G deux points du lieu, A étant sur la circonfé- 
rence décrite du point P comme centre et G sur la circon- 
férence décrite du point Q. Soit M le milieu de PQ. La per- 
pendiculaire MB abaissée du point M sur AG est égale à 

AP -+- OG PO 

= . Si par le point M je mène une parallèle 



2 2 

à AG, le lieu du point G sera un cercle et comme la longueur 
CG est égale à MB, c'est-à-dire est constante, le lieu du point 
G est un limaçon. On démontrerait de même que le lieu du 
point A est un limaçon. 

Le lieu décrit par les points A et G est l'ensemble des 
deux quartiques. 
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VARIETES n 



Supposons que deux nombres Wn, w„_i soient liés par Té- 
quaiion de récurrence 

l*„ = 2W„-i + I (A) 

et proposons-nous de trouver w„ qui est une fonction de n 
et de la donnée initiale Uo> Il est facile de faire rentrer (A) 
dans les équations récurrentes proprement dites, ou équa- 
tions de La grange, que nous avons étudiées récemment dans 
ce journal (**). 
En effet, l'équation (A) donne la suivante : 

Wn-l = 2tt„_2 + I . (A') 

La combinaison des relations (A), (A') donne Tégalité 

Un — 3Wn-l + 2Wn-2 = O. (B) 

L'équation génératrice est donc 

J5* — Z% -j- 2 =: o. 
dont les racines sont i et 2. L'intégrale générale de l'équa- 
tion (B) est donc, d'après le théorème de Lagrange, auquel 
nous avons fait allusion tout à J 'heure, 

w„ = X . i" + [^2n; 
ou, n ='X-f 1X2**. (G) 

Dans cette égalité les paramètres A et jx ne sont pas deux 
constantes arbitraires, parce que, d'après l'équation (A), on a 

Wi = 2Uo + I . 

Or, l'égalité (G) donne 

^0 = ^ + {^? 
et, Wj = X -|- 2{x. 

On a donc, X + 2{x = 2X -f- 2[jl + i, 
ou X = — I . 

Ainsi l'intégrale générale, de Téqualion (A), avec le seul 

(*) A propos de cet article, 00 peut consulter: Récréations mathématiques 
'gar M. Ed. Lucas, professeur de Mathématiques spéciales au lycée Saint-Louis. 
(2 vol., chez Gauthier-Villars.) 

(*•) Voir Journal, p. 193. 
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paramètre arbitraire qu'elle exige, est 

Un = 1^2** — I . 

Le cas le plus simple que Ton puisse imaginer est celui 
où la constante initiale Uq est nulle. 

Dans cette hypothèse on a 

et, par suite, [x = i . 

L'intégrale de (A)est alors une fonction de n, bien définie et 
correspondant à la formule 

• t/„ = 2» — I . 

Cette application d'idées plus générales que nous avons 
développées ici (loc. cit.), nous a été inspirée par une lettre 
que nous avons reçue, en ces temps derniers, du professeur 
N. Claus. 

Demandant, pour une fois, la permission de quitter un 
instant le ton grave ordinaire aux articles de ce journal, 
nous dirons quelques mots de cette lettre et du sujet dont 
elle nous entretenait. Nous laisserons ensuite à nos lecteurs 
le mérite de faire le rapprochement nécessaire entre le cal- 
cul qui précède et l'application ingénieuse qui suit. 

La lettre du professeur N. Glaus est relative à un jeu 
qui constitue une intéressante récréation mathématique, 
qu'il a nommée la tour d'Hanoi, Les pions, de grandeur iné- 
gale, sont au nombre de huit et forment une tour quand ils 
sont superposés en nombre :' i, 2, 3, ... 8 ; mais dans un 
ordre décroissant, quand on va de la base au sommet. Trois 
clous verticaux étant donnés, le problème proposé consiste à 
déplacer la tour donnée de façon que les matériaux trans- 
portés soient toujours situés dans l'ordre décroissant. 

Le jeu est toujours possible, et demande deux fois plus de 
temps chaque fois que l'on ajoute un étage à la tour. 

Pour une tour de deux étages il faut trois coups, au mi- 
nimum : 2* — I ; 
pour une tour de trois étages, sept coups, au minimum: 



2» — I 



en général, pour une tour de p étages il faut, au minimum, 
un nombre de coups égal à 

21»— I. G. L. 
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86. — Si réquation 

ce" — aiX""* + ûf^""^ — . . . . + a** = o. 
n'admet que des racines entières el. positives, 
1® L'expression 

On (l + Oi + a, + . . . + 0^) (l + 201 4- 4a, + . . . + ^^Qn) 

6" 
représente un nombre entier, décomposàble en une somme 
de On carrés ; 
2® L'expression 

4« 

représente un nombre entier décomposàble en une somme 
de fln cubes; 

3® Le nombre a J (i -j- 201 + • • • + 2**a«) est décompo- 
sàble en une somme algébrique de 2**a» carrés. 

(Laisant,) 

87. — Trouver le terme général de la série 

6, 210, 7140, 242556 ... 
qui renferme, dans leur ordre de grandeur croissante, tous 
les nombres qui sont, à la fois, triangulaires et doubles 
d'un triangulaire. (S. Héalis.) 



Le Rédacteur-Gérant, 
E. VAZËILLË. 
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